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1 体の拡大
以降の議論では特に述べない限り体は可換体とする。可換体は以下のように言い換えられる。
⇔ 可換整域で (0)と (1)以外のイデアルがない。
⇔ Krull次元が 0の可換整域。
⇔ 可換整域で 0以外の元は可逆。
ただし Krull次元とは環の素イデアルの包含関係による順序の鎖の長さの上限のことである。
K:体とするとき K×:可逆元の集合とし、上の同値からこれは K× = K − {0}としたものと等しい。

例 1.1. Q,R,C,Fp = Z/pZ (p : 素数),Qp (p進体)

例 1.2. K;体としたとき
K(x):有理関数体 = {多項式/多項式 ( 6= 0)|多項式 ∈ K[x] }
K[[x]]:形式的冪級数体 {∑i∈Z,i≤n cix

i|ci ∈ K,∈ Z}
Q に α を添加した体 ⇔ Q(α) (α ∈ C) = (α を含む最小の体 ⊂ C) = {f(α)|f ∈ Q(x), (f の分母

)(α) 6= 0} = {αと有理数からできる元全体 }

Fact 1.3. R:可換環 ⊃ I : イデアルのとき、R/I:体 ⇔ I:極大イデアル

例 1.4. R = K[x], I = (f)とするとき Factから
I が極大 ⇔ I:素イデアル ⇔ f :既約
よって K[x]/(f)が体 ⇔ f が既約

Rem 1.5. Z/Z = 0は零環で体ではない。F1:一元体 ⊂ Zは実際にはない。

定義 1.6. K,L:体 K ⊂ Lとする。
(K の体構造) = (L の体構造を K に制限したもの) であるとき K は L の 部分体 (subfield)、L は K の
拡大体 (extension field) といい、体の拡大 (field extension) L/K とも言う。

定義 1.7. 体の準同型とは環としての準同型のこと。

Note 1.8. 体の準同型は全て単射。

Proof. K,L:体 , φ : K −→ L:準同型とするとき ker(φ) は K のイデアルであるから体であることより
ker(φ) = (0)または (1) = K となる。ker(φ) = K のとき φ(K) = 0から準同型であるための φ(1) = 1を満
たしていないからこれは不適。したがって ker(φ) = (0)より φは単射。

hom : φ : K −→ Lがあると単射より K は Lの部分体 φ(K)と同一視できる。これより Lが K を含んで
いなくても K の拡大体と見ることができる。
L/K が拡大のときとくに L は K 上のベクトル空間とみなせるため dimK(L) が定義できる。 (∈

Z≥1 ∪ {∞})

定義 1.9. [L : K] := dimK(L)と書きこれを L/K の 拡大次数 (extension degree)という。この値により拡
大は有限次拡大、無限次拡大に分けられる。
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例 1.10. K(x)/K とするとき xが不定元なのでこれは無限次拡大。
K[x]/(f)で f = a0+a1x+ · · ·+anxnで既約とすると an = 1とできて、xn ≡ −(a0+ · · ·+an−1x

n−1), (

mod (f))となり n次以上の多項式の次数を下げられるので結局基底は 1, x, · · ·xn−1 より [K(x)/(f) : K] =

nとなるのでこれは有限次拡大。

補題 1.11. L/M,L/K:体の有限次拡大、 M ⊃ K のとき [L :M ] = [L : K]ならば M = K。

Proof. ここで Lの M 上の基底を (ei)とし K 上の基底を (fi)とするとまず拡大次数の定義からこの個数は
等しい。この値を nとすると Mn ∼= L ∼= Kn であり Mn ∼= Kn となる。したがってM ⊃ K から M = K

となるので示された。

定義 1.12. 体 Lに対しその自己同型写像の集合を

Aut(L) := {体の自己同型 |σ : L −→ L}

と書きこれは写像の合成について群になっている。また、拡大 L/K に対して K の拡大体としての同型写像
(K −同型写像)の集合を

AutK(L) := {σ ∈ Aut(L)|σK = idK}

と書きこれは Aut(L)の部分群になる。
またこれは K の拡大としての Lから Lの準同型写像とも言えるため HomK の拡大(L,L)または明らかな
ときは HomK(L,L)と書ける。

群になることは写像の結合法則、 idL が単位元、逆元は同型写像より逆写像を考えればよい。

定義 1.13. L/K が拡大、 K ⊂ M ⊂ L で M が L の部分体であるとき M は L/K の
中間体 (intermediate field)という。これを L/M/K とかくこともある。
また、 L/M/K のとき AutK(L) ⊃ AutM (L)が得られる。一般に AutK(M)は包含関係が言えない。

定義 1.14. L:体 H(⊂ Aut(L)):部分集合の２つに対し

LH := {x ∈ L|∀σ ∈ H,σ(x) = x}

は Lの部分体になり、Lの H による固定部分体という。このような元を H により固定される元ともいう。

部分体になることは σ ∈ H ⊂ Aut(L)は同型写像より加法乗法を保存し、 1, 0は常に動かないことからわ
かる。

Rem 1.15. H1 ⊂ H2 ⊂ Aut(L) =⇒ LH1 ⊃ LH2 が成り立つ。これは H2 により固定される元は包含関係よ
り H1 によっても固定されるからである。

Rem 1.16. L/M/K のとき [L : K] = [L :M ][M : K]が成り立つ。何れかが無限次元であれば成立する。
有限次元の場合は次のようになる。Lを M 上のベクトル空間と見たとき、その基底は [L :M ]個でその係
数は M の元であるからM を K 上のベクトル空間と見たときの [M : K]個の基底で書かれるため Lを K

上のベクトル空間と見たときはその基底の積で書かれるからである。
一般に V :M−vect.sp,M/K:拡大のとき V を K 上のベクトル空間と見れて dimK(V ) = dimM (V ) · [M :

K]となる。
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2 Galois理論の基本定理
2.1 Dedekindの補題
定義 2.1. 有限次拡大 L/K が Galois拡大であるとは LAutK(L) = K であること。
このときの AutK(L)をとくに Gal(L/K)と記し、 L/K の Galois群という。

Rem 2.2. LAutK(L) は K を固定するような元で固定される Lの元であるから LAutK(L) ⊃ K は定義より
明らか。それ以外に固定される元が無いということ。
また、よくある Galois拡大の定義は正規かつ分離な拡大というものでこれとの同値は後で示す。

Galois理論の基本定理を示すために準備を行う。

補題 2.3. S:群 L:体とし、 σ1, . . . , σn : S −→ L× を相異なる群準同型とする。このとき c1, · · · cn ∈ Lに対
し以下が成り立つ。

c1σ1(x) + · · ·+ cnσn(x) = 0 (∀x ∈ S) =⇒ c1 = · · · = cn = 0

Proof. 成り立たないと仮定し、ある c1, . . . , cn ∈ S が成り立たないとするもののうち n が最小である
ような最短の反例であるとする。まずこのとき n ≤ 2 である。n = 1 のとき c1σ1(x) = 0 であるが
σ1(x) ∈ L× = L− {0}から c1 = 0となるからである。
相異なる群準同型より写像として異なるということは σn 6= σ1 より ∃x0 ∈ S, σn(x0) 6= σ1(x0) となる。

x0xを入れると準同型より

c1σ1(x0)σ1(x) + · · ·+ cnσn(x0)σn(x) = 0 (1)

となる。これと σn(x0)を式にかけたものは

c1σn(x0)σ1(x) + · · ·+ cnσn(x0)σn(x) = 0 (2)

となりこれを辺々ひくと cnσn(x0)σn(x)が共通であるからそこが消えて、 σ1(x0)− σn(x0) 6= 0より

c1(σ1(x0)− σn(x0))σ1(x) + · · ·+ cn−1(σn−1(x0)− σn(x0))σn−1(x) = 0

となり ck(σk(x0) − σn(x0)) を新しい係数と見れば左辺は少なくとも全ての項が 0 になることは無いので
c1, . . . , cn の最短性に矛盾しているから c1 = · · · = cn = 0である。

補題 2.4. Dedekindの補題
M,L:体とし、 σ1, . . . , σn :M −→ Lが相異なる体の準同型とする。このとき c1, . . . , cn ∈ Lに対し、以下
が成り立つ。

c1σ1(x) + · · ·+ cnσn(x) = 0 (∀x ∈M) =⇒ c1 = · · · = cn = 0
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Proof. 乗法群に制限したものは σi|M× : M× −→ L× でありこれは相異なる群準同型なので補題 2.3より成
立。

Rem 2.5. 写像 Hom体(M,L) −→ Hom加法群(M,L)を 体の準同型をその加法群の準同型とみるというもの
にする。また、このとき Hom加法群(M,L)は (φ1 + φ2)(x) = φ1(x) + φ2(x), (cφ)(x) = c(φ(x)) c ∈ Lとす
ることで Lの加法により L-ベクトル空間と見れる。そしてこの写像でそれぞれの元は変わらず変わるのは始
域と終域の演算なので単射であり像は一次独立となることを補題 2.4は述べている。

補題 2.6. Dedekindの補題/K

L/M,M/K:拡大で σ1, . . . , σn : M −→ L を相異なる K 上の体準同型 (σi|K = idK) とする。このとき
c1, . . . , cn ∈ Lに対し、以下が成り立つ。

c1σ1(x) + · · ·+ cnσn(x) = 0 (∀x ∈M) =⇒ c1 = · · · = cn = 0

Proof. Dedekindの補題から明らか。

Rem 2.7. これも 2.4 と同様に K 上の体準同型であることも考えれば写像 HomK の拡大(M,L) −→
HomK−ベクトル空間(M,L)が単射で像は L上一次独立である。

2.2 Artinの定理
補題 2.8. M/K,L/K:体の拡大として M/K が有限次拡大のとき |HomK の拡大(M,L)| は有限で
|HomK の拡大(M,L)| ≤ [M : K]が成り立つ。

Proof. まず、 HomK(M,K)⊗K L ∼= HomK(M,L)を示す。
f ∈ HomK(M,K), l ∈ L に対し ϕ(f, l) : M −→ L,m 7−→ f(m)l とする。このときこれは f ∈

HomK(M,K)から以下のように K 線形写像であるから ϕ(f, l) ∈ HomK(M,L)である。

ϕ(f, l)(m1 +m2) = f(m1 +m2)l = (f(m1) + f(m2))l = f(m1)l + f(m2)l = ϕ(m1) + ϕ(m2)

ϕ(f, l)(km) = f(km)l = kf(m)l = kϕ(m)

そして φ : HomK(M,K) × L −→ HomK(M,L), (f, l) 7−→ φ(f, l) = ϕ(f, l) とすると φは以下のように L-

双線形写像になる。

φ(f1 + f2, l)(m) = (f1 + f2)(m)l = f1(m)l + f2(m)l = φ(f1, l) + φ(f2, l) = (φ(f1, l) + φ(f2, l))(m)

φ(f, l1 + l2)(m) = f(m)(l1 + l2) = f(m)l1 + f(m)l2 = φ(f, l1)(m) + φ(f, l2)(m) = (φ(f, l1) + φ(f, l2))(m)

φ(kf, l)(m) = (kf)(m)l = k(f(m))l = kφ(f, l)(m)

φ(f, kl)(m) = f(m)kl = k(f(m))l = kφ(f, l)(m)

したがってテンソル積の普遍性から θ : HomK(M,K) ⊗K L −→ HomK(M,L) であり θ(f ⊗ l) : M −→
L,m 7−→ f(m)lと定められたものが一意に定まる。
今、有限次拡大であるので M の基底を (mi)、その双対空間 HomK(M,K)の基底つまり双対基底を (fi)、

Lの基底を (lj)とできる。よって z ∈ HomK(M,K)⊗K Lは z =
∑

ij aij(fi ⊗ lj), aij ∈ K と書ける。そし
て定義から θ(z)(m) =

∑
ij aij(fi(m)lj)となる。m = mi とすると双対基底からクロネッカーのデルタから

fi(mj) = δij となるので θ(z)(mi) =
∑

j aijlj である。θ(z) = 0になるとき、全ての (mi)において 0にな
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るので (lj)が基底より一次独立を考えれば ∀i,
∑

j aijlj = 0⇔ aij = 0となるから z = 0より ker(θ) = 0よ
り θ は単射。
また、任意の f ∈ HomK(M,L) に対して z =

∑
i fi ⊗ f(mi) とおくと θ(z)(m) =

∑
i fi(m)f(mi) から

m = mi とおけば双対基底より同様に θ(z)(mi) = f(mi)であり (mi)は基底なので θ(z) = f となるから θ

は全射。
よって θは全単射であり、K-双線形写像より θは同型写像となるのでHomK(M,K)⊗KL ∼= HomK(M,L)

が成り立つ。
次に HomK(M,K)⊗K L ∼= Ln を示す。
今 [M : K] = n とするとある基底を取れば M が K ベクトル空間より M ∼= Kn とできるので

HomK(M,K) ⊗K L ∼= HomK(Kn,K) ⊗K Lとなる。また、 HomK(Kn,K)は M = Kn の双対空間なの
で基底を移せるので HomK(Kn,K) ∼= Kn より HomK(Kn,K)⊗K L ∼= Kn ⊗K Lとなる。
そして φ : Kn ⊗K L −→ Ln, (k1, . . . , kn) ⊗ l 7−→ (k1l, . . . , knl) とする。これは (k1l, . . . , knl) =

(k′1l
′, . . . , k′nl

′)⇔ ∀i, kil = k′ilであり Lが体なので l−1 をかければ ki = k′i より (k1, . . . , kn) = (k′1, . . . , k
′
n)

から φ は単射。そして、任意の (l1, . . . , ln) ∈ Ln に対して ki = lil
−1 ととれば φ((k1, . . . , kn) ⊗ l) =

(l1, . . . , ln)より全射。構造も保たれるから Kn ⊗K L ∼= Ln となる。
したがって同型から、 [M : K] = n = dimL(L

n) = dimL(K
n ⊗K L) = dimL(HomK(M,K) ⊗K L) =

dimL(HomK(M,L))より dimL(HomK(M,L)) = [M : K]となる。
そして補題 2.7から単射で一次独立であることから HomK の拡大(M,L)は HomK(M,L)に埋め込めるから
|HomK の拡大(M,L)| ≤ |HomK(M,L)| = [M : K]より示された。

定理 2.9. Artinの定理
L/K が有限次拡大のとき

L/K が Galois拡大⇔ K = LGとなる部分群 G ⊂ Aut(L)が存在する。

このとき G = Gal(L/K), [L : K] = |G|が成り立つ。

Proof. 必要十分性を示す。
(⇒)

G = Gal(L/K)とすれば Galois拡大の定義より成立。
(⇐)

K = LG のとき Gの元は K の元を固定するので G ⊂ AutK(L)であり、1.15により包含関係が逆になり
LG ⊃ LAutK(L) となる。LAutK(L) は K の元で固定されるような元により固定される Lの元なので K を含
む。したがって以下のようになる。

K = LG ⊃ LAutK(L) ⊃ K

より K = LG = LAutK(L) = K から K = LAutK(L) より L/K は Galois拡大。
LG = LAutK(L) から G = AutK(L)とは言えないので以下のように示す。まず [L : K] = |G|を示す。
補題 2.8から G ⊂ AutK(L)より |G| ≤ |AutK(L)| = |HomK(L,L)| ≤ [L : K]となるので |G| ≥ [L : K]

が言えればよい。
|G| < [L : K]と仮定する。
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G = {σ1, . . . , σm}, Lの K 上の基底を (w1, . . . , wn)とする。仮定より m ≤ nなので (n×m)の連立方程
式系


σ1(w1)x1 + · · ·+ σ1(wn)xn = 0
...

σm(w1)x1 + · · ·+ σm(wn)xn = 0

が作られ、変数の数 (n)より式の数 mのほうが多いから非自明解が存在する。その解を (c1, . . . , cn) ∈ Ln

としそのうち 0が一番多い最短の解を考え添字を並び替え 0の解を後ろにまとめ、 0でない解 ci, (1 ≤ i ≤ r)
で連立方程式系を以下のようにできる。


c1σ1(w1) + · · ·+ crσ1(wr) = 0
...

c1σm(w1) + · · ·+ crσm(wr) = 0

(3)

まず、 2.3 のときと同様に r ≤ 2 である。また、 cr( 6= 0) ∈ L で割って cr = 1 と置き直せる。そ
して ∃ci ∈ L − K となる。もし ∀ci ∈ K とすると σ|K = idK より ciσ(wi) = σ(ciwi) と、準同型よ
り σ1(c1w1 + · · · + crwr) = 0 ⇒ c1w1 + · · · crwr = 0 となる。そして (wi) は基底だから一次独立より
c1 = · · · = cr = 0となりこれは非自明解であることに矛盾する。よって ci 全てが K に入ることは無いから
∃ci ∈ L−K となりこれを c1 とおく。このとき K に入っていないから ∃σ ∈ G, σ(c1) 6= c1 が成り立つ。
この σ を連立方程式全体に作用させると以下のようになる。


σ(c1)σ(σ1(w1)) + · · ·+ σ(cr)σ(σ1(wr)) = 0
...

σ(c1)σ(σm(w1)) + · · ·+ σ(cr)σ(σm(wr)) = 0

ここで Gは有限なので σσi は iを動かすことで Gのすべての元を出し尽くすから、また添字を付け替えて
方程式を並び替えて σσi を σi として以下のようにして良い。


σ(c1)σ1(w1) + · · ·+ σ(cr)σ1(wr) = 0
...

σ(c1)σm(w1) + · · ·+ σ(cr)σm(wr) = 0

(4)

式 (3)−式 (4)とすると以下のようになる。


(c1 − σ(c1))σ1(w1) + · · ·+ (cr − σ(cr))σ1(wr) = 0
...

(c1 − σ(c1))σm(w1) + · · ·+ (cr − σ(cr))σm(wr) = 0

そして c1 − σ(c1) 6= 0 と cr = 1 から cr − σ(cr) = 1 − 1 = 0 より r の最短性に矛盾する。よって
|G| < [L : K]は不適であるから |G| ≥ [L : K]なので |G| = [L : K]が成り立つ。
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これより G ⊂ AutK(L) と一番外側の値が同じであるからその間の不等号も等号になるので |G| =
|AutK(L)| = [L : K]より G = AutK(L) = Gal(L/K)も成り立つことがわかる。

系 2.10. L/K:有限次拡大で |AutK(L)| ≥ [L : K]ならば L/K は Galois拡大。

Proof. G = AutK(L) とおく。Artin の定理から K ′ = LG とすれば G ⊂ Aut(L) より L/LG は Galois 拡
大。したがって [L : LG] = |G|となる。ここで LG は K の元を固定するような元で固定される Lの元なの
で LG ⊃ K である。よって L/LG, L/K,LG/K はともに体の拡大であるから [L : K] = [L : LG][LG : K]が
成り立ち、 [L : LG] = |G| と仮定 |G| ≥ [L : K] より |G| ≥ |G|[LG : K] ⇒ [LG : K] = 1 となる。よって
|G| = |AutK(L)| = [L : LG] = [L : K]である。
補題 (1.11)より LG = K となるので Galois拡大の定義より L/K は Galois拡大。

Rem 2.11. |AutK(L)| ≤ [L : K] は補題 2.8 から M = L とすれば |AutK(L)| = |HomK の拡大(L,L)| ≤
[L,K]より L/K が有限次拡大なら Galois拡大に限らず常に成り立つ。
よって以下の Galois拡大の特徴づけが言える。

|AutK(L)| = [L/K]⇔ L/K が Galois拡大

系 2.12. L/K:有限次拡大のとき ∀L′/L(L の拡大体) で次が成り立つ。L/K:Galois⇒ AutK(L)(=

Gal(L/K))
∼−→ HomK の拡大(L,L

′) つまり AutK(L)と HomK(L,L′)の間に同型写像が作れる。

Proof. 終域がより大きいほうが写像の行き先が増え、 L′/L から AutK(L) = HomK の拡大(L,L) ⊂
HomK の拡大(L,L

′) である。そして L/K から L′/K も体の拡大であるので補題 2.8 から M を L,L を L′

とみなすことで |HomK(L,L′)| ≤ [L : K] となる。また、 L/K が Galois 拡大より Artin の定理から
|AutK(L)| = [L : K]なので [L : K] = |AutK(L)| = |HomK(L,L)| ≤ |HomK(L,L′)| = [L : K]と包含関
係より AutK(L) = HomK(L,L) = HomK(L,L′)である。よって AutK(L)と HomK(L,L′)の間には同型
写像を作ることができる。

2.3 Galois理論の基本定理
定理 2.13. Galois理論の基本定理
L/K:有限次 Galois拡大、 G = Gal(L/K)とおく。このとき以下が成立する。
(1) L/K の任意の中間体 M に対し L/M は Galois拡大であり、次の 1 : 1対応がある。

{L/K の中間体 } 1:1←→ {Gの部分群 }
M 7−→ AutM (L) = Gal(L/M)

LH ←−p H

(2) この対応で Mi ←→ Hi のとき (i = 1, 2)

M1 ⊂M2 ⇔ H1 ⊃ H2

(3) M ←→ H のとき ∀σ ∈ Gに対し
σ(M)←→ σHσ−1
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(4) M ←→ H のとき

M/K が Galois拡大⇐⇒ H ◁G(H が Gの正規部分群)

でありこのとき
Gal(M/K) ∼= G/H

Proof. ・(1)

両側から写像で写して戻したときにもとに戻ることを示す。
H 7−→ LH 7−→ AutLH (L) となるから H = AutLH (L) を示す。M = LH とおくと Artin の定理から

M = LH となる H ⊂ Aut(L) が存在しているので L/M = L/LH は Galois であり、 H = Gal(L/M) =

Gal(L/LH)となるので H = AutLH (L)が言えた。
次に M 7−→ AutM (L) 7−→ LAutM (L) となるから M = LAutM (L) を示す。H = AutM (L) とすると

LH ⊃ M は定義より明らかでそのことから係数がより大きな範囲で取れることより [L : LH ] ≤ [L : M ] と
なる。
[LH : K] ≤ [M : K] を示す。仮定より L/K が、Artin の定理より L/LH が Galois 拡大なので Rem

(2.11) から [L : K] = |G|, [L : LH ] = |H| で [L : K] = [L : LH ][LH : K] から |G| = |H|[LH : K] と
なる。そして H が G の部分群より指数を (G : H) と書くこととすれば |G| = (G : H)|H| であるから
(G : H) = [LH : K] が言える。Lagrange の定理から r = (G : H) としたとき φ, ϕ ∈ G において同値関
係 φ−1ϕ ⇔ φ ∼ ϕ による剰余類分割によって G = τ1H ∪ · · · ∪ τrH とできる。ここで τi ∈ G が M に
制限されたとしても τi|M は相異なるといえる。これはもしある代表元同士、つまり同値ではない元にお
いて τi(x) = τj(x),

∀x ∈ M とすると自己同型写像であるから逆写像が考えられて τ−1
i τj |M = idM であ

る。よってこの写像は M の元を固定するので τ−1
i τj ∈ H = AutM (L)となる。これは同値関係の定義から

τi ∼ τj となるので同値ではない元を取ったことに矛盾する。したがって代表元は M に制限しても全て相
異なる。このことから M に制限された G の元 τ |M は少なくとも r = (G : H) 個あるため補題 (2.8) から
r = (G : H) = [LH : K] ≤ |HomK の拡大(M,L)| ≤ [M : K]であるので [LH : K] ≤ [M : K]が示された。
よっていま [LH : K] ≤ [M : K], [L : LH ] ≤ [L : M ]が成り立っている。そして [L : K] = [L : LH ][LH :

K] = [L : M ][M : K] から１つ目の不等式より 1/[L : LH ] ≤ 1/[L : M ] となるので [L : LH ] ≥ [L : M ]

も成り立つ。したがって [L : LH ] = [L : M ] となる。LH ⊃ M で拡大次数が等しいので補題 (1.11) から
LAutM (L) = LH =M となる。
よって両側から写像を送って戻したときにもとの元に戻ってくるためこの対応は 1 : 1対応になっている。
1 : 1対応より任意の中間体 M に対して M = LH となるような Gの部分群 H が存在し、それは上の議論
より H = AutM (L)となる。したがって定義より L/M は Galois拡大。実際はこのような H が存在するこ
とだけで Artinの定理から L/M が Galois拡大であることがわかる。
・(2)

双方とも定義より固定する元固定される元を考えれば明らかであるがここでは一つ一つ示していく。
(⇐)

M1 の任意の元 xをとる。L/Mi は Galois拡大より M1 = LH1 ,M2 = LH2 より ∀σ ∈ H1, σ(x) = xであ
る。H1 ⊃ H2 より ∀σ ∈ H2 ⊂ H1, σ(x) = (x)となるから x ∈ LH2 =M2 となるので M1 ⊂M2 となり成り
立つ。
(⇒)
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H2 の任意の元 σ をとる。H2 = Gal(L/M2)より ∀x ∈M2, σ(x) = xとなり、M1 ⊂M2 より ∀x ∈M1 ⊂
M2, σ(x) = xである。したがって σ ∈ Gal(L/M1) = H1 より H1 ⊂ H2 となり成り立つ。
・(3)
∀σ ∈ G に対して σ(M) 7−→ Gal(L/σ(M)), σHσ−1 = σGal(L/M)σ−1 より 1 : 1 対応から

Gal(L/σ(M)) = σGal(L/M)σ−1 を示せばよい。
∀τ ∈ Gal(L/M)に対して στσ−1 ∈ σHσ−1 であり、 τ |M = idM から ∀x ∈ M,στσ−1(σ(x)) = στ(x) =

σ(x) となる。よって στσ−1 は σ(M) 上恒等写像になるので στσ−1 ∈ Gal(L/σ(M)) より τ の任意性から
σGal(L/M)σ−1 ⊂ Gal(L/σ(M))である。
また、 g = σ−1, N = σ(M) とおく。このとき σ−1 Gal(L/σ(M))σ = gGal(L/N)g−1 となり、これと

Gal(L/g(N))に対して上と全く同じことを考えれば gGal(L/N)g−1 ⊂ Gal(L/g(N))となる。そして左右か
ら g, g−1 をかけて、 g = σ−1から g(N) =M より Gal(L/σ(M)) ⊂ σGal(L/M)σ−1 である。
以上より Gal(L/σ(M)) = σGal(L/M)σ−1 が示されたのでこの対応が成り立つ。
・(4)
∀σ ∈ Gに対して (1), (3)より H ◁G⇔ σHσ−1 = H ⇔ σ(M) =M であるから σ(M) =M ⇔M/K が

Galois拡大を示せば良い。
(⇒)
∀σ ∈ G, σ(M) = M のとき σ|M : M −→ M となるから σ は M の K 上自己同型写像。これより π :

G −→ AutK(M), σ 7−→ σ|M という写像が作れてこれは Gの元を M に制限しているだけなので Gの構造を
保つから群準同型写像である。M ⇔ H の対応があるから ker(π) = {σ ∈ G|σ|M = idM} = AutM (L) = H

より準同型定理から G/H ∼= Im(π) ⊂ AutK(M)となる。よって |G/H| = | Im(π)| ≤ |AutK(M)|と (1)の
話から |G/H| = (G : H) = [M : K] なので [M : K] ≤ |AutK(M)| となるため、系 (2.10) から M/K は
Galois拡大である。
そして有限次 Galois 拡大より [M : K] = |G/H| = |AutK(M)| でこれらは有限であり、自然な準同型

θ : G/H −→ AutK(M), σH 7−→ σ|M は ker(θ) = {σH ∈ G/H|σ|M = idM} = {σH|σ ∈ H} = H となる
ので単射。したがって θ は同型写像なので Gal(M/K) ∼= G/H が示された。
(⇐)

M/K が Galois 拡大とすると L/M の拡大に対して系 (2.12) から AutK(M) = HomK(M,L) となる。
よって HomK(M,L) ⊂ Gより ∀σ(∈ G) :M −→ Lは σ ∈ HomK(M,L) = AutK(M)だからK 上の M 自
己同型写像となるので σ(M) =M となる。
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3 代数方程式の可解性
以下では K:体 ⊃ Q (とくに標数 char(K) = 0)(標数は次の章で詳しく述べる)で f =

∑n
i=0 ciX

i ∈ K[X]

とする。

定義 3.1. 方程式 f(X) = 0が 代数的に解けるとは f の任意の根が f の係数 ci と加減乗除と m
√

(m ∈ N)
を使って書けること。

定義 3.2. L/K0 が冪根拡大とはある ni, lと ai ∈ Ki によって

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kl = L

Ki = Ki−1( ni−1
√
ai−1)

となるような形の拡大のこと。

つまり、定義 (3.1)は K0 := Q(c0, . . . , cn), α1, . . . , αn : f の解とするとき、 αj ∈ (K0の∃冪根拡大)とい
うこと。または、 K0(α1, . . . , αn) ⊂ (K0の∃冪根拡大)になるということ。

定義 3.3. ある群 Gにおける交換子 (commutator)とは Gの元 x, y によってできる xyx−1y−1 という形の
元のこと。そしてその群における交換子群 (commutator subgroup) (G,G)とは Gの任意の交換子によって
生成される群である。つまり (G,G) := 〈ghg−1h−1|g, h ∈ G〉と定義される。

定理 3.4. 群 Gに対してその交換子群は正規部分群であり、商群 G/(G,G)は Abel群である。さらに (G,G)

は G/H が Abel群になるような任意の正規部分群 H のうち最小の正規部分群である。この G/(G,G)を G

の最大 Abel商といい Gab と書く。

Proof. ・正規部分群になること
任意の交換子 xyx−1y−1 のどのような共役な元も

g(xyx−1y−1)g−1 = (gxg−1)(gyg−1)(gxg−1)−1(gyg−1)−1

となり交換子として書けるので交換子群に含まれる。(G,G)の任意の元は交換子の積 c1c2 · · · ck で表せられ
るので

g(c1c2 · · · ck)g−1 = (gc1g
−1)(gc2g

−1) · · · (gckg−1)

となり右辺のそれぞれが (G,G)に含まれるので任意の交換子群の元の共役元はその交換子群に含まれるから
(G,G)は Gの正規部分群。
・ G/(G,G)が Abel群になること
x, y ∈ Gに対して xyx−1y−1 ∈ (G,G)より (G,G)xyx−1y−1 = (G,G)なので (G,G)xy = (G,G)yxとな
るので G/(G,G)は Abel群である。
・ 最小になること
G/H が Abel群で H が正規部分群であるとする。このとき ∀x, y ∈ Gに対して Hxy = Hyxであるから

Hxyx−1y−1 = H より任意の交換子 xyx−1y−1 ∈ H でなければならない。よって G/H が Abel群となるよ
うな任意の正規部分群 H は (G,G)を含むためそのような正規部分群のうち最小である。
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定義 3.5. 群 Gが可解であるとは交換子群 (Gj , Gj) = 〈ghg−1h−1|g, h ∈ G〉としたときある有限な lで以下
のようになること。この包含関係の列を可解列という。

G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gl = 1

Gj = (Gj−1, Gj−1)

定義 3.6. Galois拡大 L/K が 可解拡大 (solvable extension)とは Gal(L/K)が可解であること。
Galois拡大 L/K が Abel拡大 (abelian extension)とは Gal(L/K)が Abel群であること。

定理 3.7. 可解拡大は Abel拡大を繰り返し行うことでできる拡大である。

Proof. 有限次可解拡大 L/K がありその Galois群を Gとする。このとき Gの交換子群 G1 = (G,G)に対応
する体を M1 とする。ここで Galois理論の基本定理 (2.13)の (4)から (G,G)◁Gより M1/K が Galoisで
Gal(M1/K) ∼= G/(G,G)なので G/(G,G)が Abelより Gal(M1/K)も Abelなので M1/K は Abel拡大と
なる。
同様に L/K の可解列 G ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gl = 1 の Gi = (Gi−1, Gi−1) に対応する部分体 Mi を考えると

Gi◁Gi−1より基本定理の (4)からMi/Mi−1は GaloisでGi−1/(Gi−1, Gi−1) = Gi−1/Gi
∼= Gal(Mi/Mi−1)

となり同様に Gal(Mi/Mi−1)は Abelなので Mi/Mi−1 は Abel拡大となる。
1 に対応する体は L より上記のことを i = l まで行えば L/Ml まで Abel 拡大になるので有限次可解拡
大 L/K は 有限次 Abel 拡大 Mi/Mi−1 (1 ≤ i ≤ l,M0 = K,Ml = L) の繰り返しでできる拡大となってい
る。

定理 3.8. 有限次 Galois拡大 M/K について

M はK の∃冪根拡大に含まれる⇔M/K が可解拡大

がなりたつので

方程式 f(X) = 0が代数的に解ける⇔ K0(α1, . . . , αn)/K0が可解拡大

という代数方程式の可解性に関する必要十分条件が言える。
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4 標数 素体
4.1 標数 素体
補題 4.1. 任意の環準同型写像 f : R −→ S にたいして ker(f)は Rのイデアルになる。
とくに、 S が整域のとき ker(f)は素イデアルである。

Proof. G = ker(f)とおく。x, y ∈ G, f(x + y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0 より加法について、r ∈ R, x ∈
G, f(rx) = f(r)f(x) = r · 0 = 0 よりスカラー倍について閉じている。したがって R が環であることから
G = ker(f)が R の部分加法群になっていることがわかる。そして r ∈ R, x ∈ G, f(rx) = f(r)f(x) = 0よ
り rx ∈ Gより ker(f)は Rのイデアルになる。
S が整域のとき x, y ∈ Rにたいして xy ∈ Gであるとする。このとき f(xy) = f(x)f(y) = 0で S が整域
より f(x) = 0または f(y) = 0⇒ x ∈ Gまたは y ∈ Gより ker(f)は素イデアルになる。

補題 4.2. Zは単項イデアル整域であり素イデアルは (0)もしくは (p), (pは素数)である。

Proof. Zはかけて 0になるような元は 0のみなので整域。
Z の任意のイデアル I をとり ∀m ∈ I に対して I 内の絶対値が最小で 0 でない元を n とすると、

m = k · n+ r, (0 ≤ r < n)となる k, r ∈ Zが存在する。そして m, kn ∈ I から r = m− kr ∈ I となるが n

の最小性から r = 0となるので ∀m ∈ I,m = knと表せる。よって I = (n)であるから任意のイデアルは単
項イデアルになる。逆に任意の元 nの倍数の集合 nZ := {nk|k ∈ Z}は Z加群であって Zの部分整域なので
nによって生成される単項イデアル nZ = (n)となる。これより Zは単項イデアル整域である。
このときイデアルは (0), (p), (m)の３つに分けられる。ただしここで p > 0は素数であり m > 0は合成数
である。もし負の数による単項イデアルであったとしても絶対値の等しい値をとることで正の値にできる。
xy ∈ (0) ⇒ xy = 0のとき整域より x = 0または y = 0となるので (0)は素イデアル。xy ∈ (p) ⇒ ∃k ∈

Z, xy = pk となる。k = k1 · k2 となる k1, k2 ∈ Z に対して x = pk1 ∈ (p), y = k2もしくは x = k1, y =

pk2 ∈ (p)であるから (p)は素イデアル。(m)に関しては m = m1 ·m2 となる m1,m2 ∈ Z − {1}に対して
m1m2 ∈ (m)だが m1,m2 /∈ (m)より素イデアルではない。

定義 4.3. K:可換体 (可換環でもよい)に対して以下のような自然な環準同型写像 φを考える。

φ : Z −→ K

n 7−→ n · 1K = 1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
n

ここで補題 (4.2)から Zは単項イデアル整域であるから補題 (4.1)から ker(φ)は素イデアルなので pを素数
として ker(φ) = (0)もしくは (p)となる。
この 0もしくは pを K の 標数 (characteristic)といい char(K),Ch(K)と書く。これは ker(φ) = (p)の
ときこの pは p · 1K = 0となるような最小の正整数である。

Proof. φが環準同型写像になってることを確かめる。
この φ はまず n = m のとき φ(n) = n · 1K = m · 1K = φ(m) より写像になっている。そして

φ(1) = 1·1K = 1K , φ(n+m) = (n+m)·1K = 1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
n+m

= n·1K+m·1K = φ(n)+φ(m), φ(n)φ(m) =
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(n · 1K)(m · 1K) = (1K + ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
n

)(1K + ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
m

) = 1K + ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
nm

= φ(nm) であるから準同型写像になって

いる。
そして ker(φ) = (p) = {pl|l ∈ Z}から絶対値が p以下の元は ker(φ)に含まれないので pが ker(φ)の 0で
はない元で絶対値が最小であるから φ(p) = 0より pは p · 1k = 0となる最小の正整数。

定義 4.4. 任意の体 K は Qまたは Fpと同型な体を含む。この Q,Fpと同型な体のことを 素体 (prime field)

という。
つまり素体とは真の部分体を含まない体とも言える。

Proof. 上記の設定で ker(φ) = (0)のとき単射であるから Im(φ) ∼= Zとなり ker(φ) = (p)のとき準同型定理
から Im(φ) ∼= Z/(p) = Fp となる。よって K は体であるから Zを含む最小の体が Qで Fp は p元体である
ことより K ⊃ Im(φ) ∼= Qもしくは Fp より素体を含む。

系 4.5. char(K) = 0の体 K の元は無限個存在する。

Proof. char(K) = 0 のとき Q と同型な体を含むので元の個数は少なくとも Q 以上であり |Q| = ∞ より成
立。

系 4.6. 有限体 K における素体は Fp と同型で K は Fp の有限次拡大であり拡大次数を nとしたら K ∼= Fn
p

がなりたつ。そして有限体の元の個数は素数冪、つまり |K| = pn となる。q = pn として K = Fq とも書く。

Proof. 上記の系で K の元の個数が有限ならば char(K) 6= 0より char(K) = p > 0 であるので素体は Fp と
同型。簡単のために素体を Fp と書くこととすると K ⊃ Fp であり Fp は K の演算で閉じているから K は
Fp の拡大体。無限次拡大とすると基底が無限個あることになりそれは有限体であることに反するので K/Fp

は有限次拡大。よって有限次拡大より拡大次数を nとすると K ∼= Fn
p が成り立ち、|K| = |Fn

p | = |Fp|n = pn

より有限体の元の個数は素数冪になる。

4.2 Frobenius 自己準同型
定義 4.7. K が可換体で char(K) = p > 0のとき以下は体の準同型でありこれを K の Frobenius 自己準同
型という。

φ : K −→ K

a 7−→ ap

Proof. K が可換体であるから φ(ab) = (ab)p = apbp = φ(a)φ(b)より積に関しては準同型が成立。
同様に可換であるので φ(a + b) = (a + b)p =

∑p
i=0 pCia

ibp−i となる。0 < i < p のとき pCi =

p!/i!(p− i)! = p · (p− 1) · · · (p− i+ 1)/i · (i− 1) · · · 2 · 1より pが係数にあるので char(K) = p > 0 よりそ
の項は 0になる。したがって i = 0, pの項だけ残るので φ(a+ b) = (a+ b)p = ap + bp = φ(a) + φ(b)となる
から結果として φは体の自己準同型になっている。

定義 4.8. 体K が 完全体 (perfect field)とは char(K) = 0または char(K) = p > 0で Frobeniusφ : K −→
K が同型 (もともと体の準同型より全射であるということ)

( ⇔ K の非自明な非分離拡大が存在しない )これは示さない。
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命題 4.9. 有限体は完全体。

Proof. 系 (4.6)より有限体 K = Fq にたいして Frobenius φ : Fq −→ Fq は体の準同型より単射で有限集合よ
り全射だから同型写像となるので有限体は完全体。

例 4.10. 逆に完全体ではない例として以下のようなものがある。
(
∑
ajX

j/
∑
biX

i) ∈ K = Fp(X) (X : 変数, aj , bi ∈ Fp,
∑
biX

i 6= 0) となっている Fp 上の有理関数
体 K を考える。Frobenius φ : K −→ K, a 7−→ ap は p 乗準同型写像なのでまず Fp は完全体より全単射
であるから係数は Fp の元全てを取るので像の有理関数体の係数は Fp のままである。そして準同型より
φ(
∑
ajX

j/
∑
biX

i) =
∑
apj (X

p)j/
∑
bpi (X

p)i ∈ Im(φ) = Fp(X
p) ⊂ K であるので全射ではない。した

がって K は完全体ではない。
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5 体上の代数
5.1 K-代数
定義 5.1. 環 Aの中心 Z(A)とは任意の Aの元と可換な Aの元でありつまり Z(A) := {x ∈ A|∀a ∈ A, ax =

xa}となる集合でありこれは Aの部分環を成す。

Proof. 部分環を成すことを示す。
結合則や分配則は A が環であることより保証される。∀a ∈ A について単位元は定義より a1 = a =

1a, a0 = 0 = 0aより中心に含まれる。また、∀x, y ∈ Z(A), a(x+y) = ax+ay = xa+ya = (x+y)a, a(xy) =

(ax)y = (xa)y = x(ay) = x(ya) = (xy)a より加法乗法について閉じているから Z(A) は A の部分環であ
る。

定義 5.2. K:体とする。 (可換環でもよい)

このとき K−代数 (K − algebra) Aとは以下の同値な条件のうち一つを、すなわち全てを満たすような零
環にならないものである。
(1). 単位的環であって環準同型 φ : K −→ Aが与えられており Im(φ) ⊂ Z(A) = (Aの中心)となるもの。

K が体であれば Im(φ) = K ⊂ Z(A) ⊂ Aとみなすことができる
(2). K−加群であり環としての構造を持ち、積が任意の k ∈ K,x, y ∈ Aにたいして k(xy) = (kx)y = x(ky)

が成り立つような K−双線型となるもの。
とくに K 倍できてそれが双線型であり K が体であれば K−ベクトル空間とみなすこともできる。そして

[A : K] := dimK(A)を Aの K 上の次数という。
K−代数 Aを K − alg, φ : K −→ Aと書くときもある。

Proof. 両方共環であることは共通しているから Im(φ) ⊂ Z(A)と K−加群であり積が上記のように成り立つ
ことが同値であることを示せば良い。
まずスカラー乗法を ” · ” : K × A −→ A, (k, a) 7−→ φ(k)aと定めれば ka := φ(k)aとすることで K によ
るスカラー乗法が定義でき、これにより K−加群の構造を持つことができる。
また、Im(φ) ⊂ Z(A)より Aの結合則から ∀a, b ∈ A, k(ab) = φ(k)(ab) = (φ(k)a)b = (ka)b = (aφ(k))b =

(ak)b = a(φ(k)b) = a(kb)より成り立つ。双線型であることも環 Aの定義から明らか。
逆は環準同型 φ : K −→ A を適切につくれば k(xy) = (kx)y = x(ky) より像は中心に含まれるので成り
立つ。
K が体のとき Note (1.8)から φが単射準同型より K = Im(φ)と同一視できるため K−代数 Aは実際に

K を部分環として含んでいる。

例 5.3. K を体としたときその多変数多項式環 A := K[X1, . . . , Xn]は可換環で K 係数より K − alg であ
る。また、 I を Aのイデアルとしたときその剰余環 K[X1, . . . , Xn]/I も同様の理由で K − alg である。
Li/K を K のある体拡大とするときその拡大の直積 A := L1 × · · · ×Ln はそれぞれの成分ごとに拡大体の
演算によって Li/K より a ∈ K 倍を (a, . . . , a) ∈ K × · · · ×K と同一視することで K − alg とみなせる。
以上の 2つはもともと可換な構造の上であったのでそのまま中心に埋め込めたが A = Mn(K)とした行列
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環は非可換でありこのときは以降のように定めることで非可換な K − alg になる。すなわち、

K −→ A

a 7−→

a . . .

a


となる環準同型でこの像は単位行列の定数倍なので Aの中心に入るため K − alg になる。

以下では K−代数は断らない限り全て可換であるとする。

定義 5.4. K − alg, φ : K −→ A,ψ : K −→ B があるとする。このとき K−代数の準同型 ϕ : A −→ B と
は環準同型であって K − alg としての構造と可換なもの、つまり ψ = ϕ ◦ φとなるもののこと。
これと同値なものとして環準同型 ϕが K−加群の準同型写像であることという定義でも良い。

Proof. 同値性を示す。
ψ = ϕ ◦ φとなっているとき ∀x, y ∈ A,ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ϕ(x+ y) = ϕ(x) +ϕ(y)が環準同型であること
より成り立つ。k ∈ K について K − alg のスカラー倍の定義から φ(k) · 1 = k ∈ A,ψ(k) · 1 = k ∈ B とみな
せる。このとき ϕ(k) = ϕ(φ(k) · 1) = ϕ ◦ φ(k) · ϕ(1) = ϕ ◦ φ(k) = ψ(k) = ψ(k) · 1 = k より K の元につい
て不変となる。

5.2 元の添加
定義 5.5. L/K :体の拡大、 S : Lの部分集合のとき、K(S) := (S を含む最小の K の拡大体 ⊂ L) と定義
し、これを K 上 S で生成される部分体という。S = {a1, . . . , an}ならK(S) = K(a1, . . . , an)とも書く。
S, T と２つの Lの部分集合があるときその２つのを含む最小の K の拡大体は集合 S ∪ T を含むと考えれ
ば良いのでK(S ∪ T ) = K(S)(T ) = K(T )(S) となりこれを K(S, T )とも書く。

定義 5.6. L/K が有限生成とは L = K(S)となる有限集合 S ⊂ Lが存在すること。
特に一元集合で生成されるとき L/K は単生、単元生成 (monogenic)という。

Rem 5.7. 有限次拡大 ⇒ 有限生成

Proof. [L : K] = nとするとき Lの K 上の基底を {w1, . . . , wn}とする。K(w1, . . . , wn)はこの基底を含む
体なので K 上の線形結合も含むことを考えればこれは Lと一致するから有限生成。

ここで逆は成り立たない。K(X), X :変数とするとこれは有理関数体で単生だが 1, X, · · · , Xn, · · · が全て
異なるのでK の無限次拡大となるような反例があるためである。

5.3 体の合成
定義 5.8. M1/K,M2/K :体の拡大としたときこの２つの合成、合成体、合成拡大 (a composite extension)

とは三組 (L, u1, u2)で
1. Lは K の拡大体。
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2. ui :Mi −→ Lは K の拡大の準同型で Lは u1(M1) ∪ u2(M2)により生成される。
となるようなもののことである。したがって写像のとり方の自由性から M1/K,M2/K に対しこれらの合
成はいくつもありえる。

系 5.9. M1/K,M2/K :拡大で (M1 ⊗K M2)の極大イデアルを mとしたとき L = (M1 ⊗K M2)/mは K の
拡大でありかつM1,M2 を埋め込める。またこれより (M1 ⊗K M2)は M1 − alg,M2 − alg である

Proof. 拡大の準同型を ui : K −→ Mi とする。そして v1 : M1 −→ L, x 7−→ u1(x) ⊗ 1 mod m と
v2 : M2 −→ L, x 7−→ 1 ⊗ u2(x) mod m を考える。( mod m) を除けば M1 − alg,M2 − alg であること
がわかる。これは体の準同型になるから単射でこれを拡大の準同型と取れば L/M1, L/M2 は拡大になり、
v1 ◦ u1 = v2 ◦ u2 を満たし K の拡大でもある。
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6 代数拡大
6.1 代数的、超越的
K :体、 A : K−代数とする。

定義 6.1. x ∈ Aが K 上代数的、代数的数 (algebraic)とは
∃f ( 6= 0) ∈ K[X] : K 係数多項式 s.t. f(x) = 0

となることで代数的でないときこれを超越的、超越的数 (transcendental)という。

命題 6.2. x ∈ Aに対して以下は同値
(1) 1, x, x2, · · · が K 上一次独立ではない
(2) K[x]が有限次元
(3) xは K 上代数的

Proof. 3⇒ 1

x が代数的なので、ある f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X] (0 6= ai ∈ K) において f(x) =

∑n
i=0 aix

i = 0 より
1, x, x2, · · · は一次独立ではない。
1⇒ 3

一次独立でないのである有限な mで ∑m
i=0 aix

i = 0となる全ては 0ではない ai ∈ K が存在するのでこれ
を f =

∑m
i=0 aiX

i とすれば f ∈ K[X], f(x) = 0となるため xは K 上代数的である。
2⇔ 3

x ∈ A に対し写像 φ : K[X] −→ A,X 7−→ x は環準同型であり、∃f ∈ K[X], ker(φ) = (f) となる。こ
のとき x : 代数的 ⇔ f 6= 0 が定義より言える。したがって環準同型定理より Imφ = K[x] ∼= K[X]/(f)

となる。そして K[X]/(f) は deg(f) = n 以上の次数の多項式を割り算によりその次数以下にするから
K[X]/(f) = {a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1|ai ∈ K} で表せるので K[x]も同型より有限次元である。
とくに 1, x, · · · , xn−1 は n− 1次以下の K[x]の元が一次結合で表わせ、一次独立であるからK 上の K[x]

における基底となる。

定義 6.3. xが K 上代数的数のとき f(x) = 0となる f( 6= 0) ∈ K[X] のうち次数が最小で monic (最高次の
係数が 1)であるものを xの K における最小多項式 (minimal polynomial) という。deg(f)を xの次数とも
いう。
f ∈ K[X]に対して f = gh⇒ f = g または f = hとなるとき f を既約多項式という。

例 6.4. a ∈ Qで平方数でないものにおいて √a ∈ Cの Qの最小多項式は X2 − a ∈ Q[X]である。
e, π は Q上超越的である。

定義 6.5. K :可換環、 A : K − alg のとき x ∈ Aが K 上整 (integral)とは
∃f ( 6= 0) ∈ K[X] : K 係数 monic多項式 s.t. f(x) = 0

となること。

20



例 6.6.
√
2, 1/
√
2は X2 − 2, X2 − 1/2を考えれば Q上整。

しかし、 1/
√
2は Z上で代数的であるが 2X2 − 1 ∈ Z[X]の根で monicにならないので Z上整ではない。

命題 6.7. K :体、 A : K − alg で x ∈ Aが代数的、その最小多項式を f ∈ K[X]とする。
このとき以下が成立。
(1) g ∈ K[X]について g(x) = 0⇔ f |g
(2) K[X]/(f)

∼−→ K[x], X( mod f) 7−→ x とできてとくに 1, x, · · · , xn−1 は K[x]の基底 (n = deg f)

(3) x ∈ A× ⇔ f(0) 6= 0 でありこのとき x−1 ∈ K[x]

Proof. (1)

Euclidの割り算から g = q · f + r となる q, r ∈ K[X], deg r < deg f がある。g(x) = 0より q(x)f(x) +

r(x) = r(x) = 0となるが deg f の最小性から r = 0であるので g = q · f となるため f |g である。
逆は f |g ⇒ g = f · (xの多項式)で f(x) = 0より従う。
(2)

命題 (6.2)の (2)より従う。
(3)

⇒
f = Xn + an−1X

n−2 + · · ·+ a1X + a0 とする。x ∈ A× より f(x) = 0から

−a0
x

= −(xn−1 + an−1x
n−2 + · · ·+ a1)

であり deg f の最小性からこの右辺は 6= 0なので −a0/x 6= 0⇒ a0 6= 0より f(0) = a0 6= 0となる。
⇐
f(0) = a0 6= 0とすると a0 ∈ K× より

1 = x · −(x
n−1 + an−1x

n−2 + · · ·+ a1)

a0

となりこの −(xn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1)/a0 は K[x] の元であり x の逆元 x−1 になるので x ∈ A× と

x−1 ∈ K[x]が言えた。

6.2 代数拡大
定義 6.8. 体の拡大 L/K が代数的 (algebraic)とは ∀x ∈ Lが K 上代数的であること。
超越的 (transcendental)とは代数的でないこと

Rem 6.9. L/K :有限次拡大 ⇒ Lが代数的

Proof. ∀x ∈ Lに対して 1, x, x2, · · · , xn, · · · を考えると [L : K]が有限よりこれは K 上一次独立でないから
ある有限な nで xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 となるような全てが 0ではない a0, . . . , an−1 ∈ K が
存在する。よって f = Xn + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 とすればこれは xを根にもつ f ∈ K[X]より x

は代数的でしたがって Lは代数的。

一般に逆は成り立たない。

例 6.10. Q(
√
2,
√
3, · · · )/Qは代数的だが有限次ではない。
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Fact 6.11. 後に示す x ∈ K の最小多項式 f に対して [K(x) : K] = degK f を認めれば [Q(
√
p1, · · · ,

√
pn) :

Q] = 2n が示される。上記の例ではこれを用いれば有限次ではないことがわかる。

補題 6.12. A : K − alg で整域とする。このとき x ∈ Aが K 上代数的ならば xは K[x]で可逆。

Proof. x の最小多項式を f とすると命題 (6.7) の (2) より K[x]
∼−→ K[X]/(f) である。x ∈ A より

K[x] ⊂ Aより K[x]も整域だからK[X]/(f)も整域。したがって (f)は素イデアルなので f は既約多項式よ
り f(0) 6= 0である。これより命題 (6.7)の (3)から x ∈ A×, x−1 ∈ K[x]となる。

命題 6.13. L/K において次は同値。
(1) L/K は代数的
(2) L/K の任意の部分 K − alg は体。

Proof. (1)⇒ (2)

任意の部分 K − alg, Aをとる。これは A ⊂ Lより整域であるので補題 (6.12)より ∀x ∈ A ⊂ Lに対して
L/K が代数的で xが代数的なので xは K[x] ⊂ Aで可逆。したがって Aは体。
(2)⇒ (1)

Lの任意の元 xをとる。このとき K[x]は K − alg より仮定から体なので x−1 ∈ K[x]をもつ。よってあ
る n次多項式で x−1 = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 と書ける。1 = x · x−1 = anx
n+1 + · · · a0xで an ∈ K× より

f = Xn−1 + · · · a0/anX − 1/an とすればこれは f ∈ K[X]で f(x) = 0となるから xは K 上代数的。よっ
て L/K は代数的。

命題 6.14. L/K において x ∈ Lが K 上代数的ならばその最小多項式を f としてK[x] = K(x) ∼= K[X]/(f)

であり、[K(x) : K] = degK(x) となる。

Proof. 命題 (6.13) と (6.7) より K[x] は体であり K[x] ∼= K[X]/(f) で dimK K[x] = n = deg f が成り
立つ。よって体 K(x) = {q(x)|q(X) ∈ K[X]} の定義より K(x) = K[x] となる。そして dimK K[x] =

dimK K(x) = [K(x) : K] = n = degK f である。

系 6.15. L/K :有限次拡大は L = K(a1, . . . , ar), (ai ∈ L)の形で K ⊂ K(a1) ⊂ · · · ⊂ K(a1, . . . , ar) = L

と体の拡大の列ができる。
ai の K(a1, . . . , ai−1)上の拡大次数を ni とし最小多項式を fi ∈ K(a1, . . . , ai−1)[X]とすると [L : K] =

n1 · · ·nr で {aν1
1 · · · aνr

r |0 ≤ νi ≤ ni}は Lの K 上の基底となる。

L ∼=
(((

K[X1]

(f1)

)
[X2]/(f2)

)
· · ·
)
[Xr]/(fr)

が成り立つ。

Proof. 命題 (6.14)を繰り返し用いれば良い。

補題 6.16. K 上代数的数 x, y に関して、 x+ y, xy, x− y も代数的であり、y が 0で無いのなら x/y も代数
的である。

Proof. x + y, xy, x − y, xy ∈ K(x, y)であり、x, y の最小多項式をそれぞれ f, g とするとともに有限次。し
たがって K(x, y) = K(x)(y)は拡大次数が最小多項式の次数と等しいことから有限次拡大である。よって K
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上の代数拡大であるのでそこに含まれる元は K 上代数的。

命題 6.17. L/M/K を拡大の列とするとき以下が成り立つ。

L/K が代数的⇔ L/M,M/K がともに代数的

Proof. (⇒)は M ⊃ K より明らか。
(⇐)
∀x ∈ L が K 上代数的であることを示す。x は M 上代数的なので ∃f =

∑n
i=0 aiX

i ∈ M [X], f(x) = 0

となる。また、 ai ∈ M よりこれは K 上代数的であるので命題 (6.14) で L を M と、 x を ai とみれば
K ′ = K[a0, . . . , an]は体で K(a0, . . . , an)と等しい。したがって K の有限次拡大であり f ∈ K ′[X]で xは
K ′ 上代数的である。同様に命題 (6.14) から K ′[x] ∼= K ′[X]/(f) となる。ここでこの右辺は命題 (6.7) の
(2) から dimK′ K ′[X]/(f) = n なので左辺は K ′ 上有限次拡大。そして K ′ は K 上有限次拡大であったの
で K ′[x]は K 上有限次拡大。したがって Rem(6.9)より K ′[x]/K = K[a1, . . . , an, x]/K は代数拡大なので
x ∈ K ′[x] ⊂ Lは K 上代数的。

命題 6.18. M1/K,M2/K :代数拡大 ⇒ 任意の合成拡大 (L, u1, u2)は K 上代数的

Proof. ∀x ∈ M1 は K 上代数的より最小多項式 f =
∑n

i=0 aiX
i, f(x) = 0 が存在する。そして u1 は K−

準同型より 0 = u1(f(x)) = u1(
∑n

i=0 aix
i) =

∑n
i=0 u1(ai)u1(x)

i =
∑n

i=0 aiu1(x)
i = f(u1(x)) となるから

u1(x)は K 上代数的になる。u2 も同様に考えると u1(M1), u2(M2)は K 上代数的である。補題 (6.16)より
この集合間の四則演算は全て代数的なので L = K(u1(M1), u2(M2))は代数的である。

命題 6.19. M1/K,M2/K :

定義 6.20. L/K :拡大とする。
K の Lの中での相対的代数閉包 (relative algebraic closure) M とは

M := {x ∈ L|xは K 上代数的 }

となるもの。これを K と書くこともある。
また、 K が Lの中で (相対的に)閉じているとはK =M となること。

命題 6.21. 上の定義における相対的代数閉包 M は体。

Proof. 補題 (6.16)より和と積について M は閉じている。
K(x) ⊂M であり、 K(x)は xを含む最小の Lの部分体より x−1,−x ∈ K(x) ⊂M なので逆元も存在す
る。

例 6.22. K の K(X) (X は変数)の中での相対的代数閉包は X は変数なのでそれが含まれると K 上代数的
でなくなるため K である。
Rの Cの中での相対的代数閉包は Cと一致するが Qの Cの中での相対的代数閉包 Qは Cと一致しない。

23



7 代数閉体、分解体、代数閉包
7.1 代数閉体
命題 7.1. 体 K について次は同値。
(AC1) ∀f ∈ K[X]−K は K[X]において一次の積に分解できる。
(AC2) ∀f ∈ K[X]−K は K において少なくとも一つの根を持つ。
(AC3) 任意の K[X]の既約多項式は一次。
(AC4) K の代数拡大は K のみ。

Proof. (1)⇒ (2)

一次の積に分解できればそれが根になるので明らか。
(2)⇒ (1)

f のある根を k ∈ K とすると f(X) = (X − k)g(X)となる g ∈ K[X]がある。この g に対しても同様な
ことをして繰り返せば f = (X − k1)(X − k2) · · · (X − kn)と一次の積に分解できる。
(1)⇔ (3)

K 上の既約多項式はそれ以上 K[X]上で分解できない多項式なので全ての f ∈ K[X]−K が一次に分解で
きるので既約多項式は一次。また、分解は既約多項式まで分解できるので一次の積に分解できる。
(3)⇒ (4)

任意の代数拡大 L/K をとると ∀x ∈ Lに対し最小多項式 f ∈ K[X]がある。これは既約多項式なので (3)

より f(x) = x− k, k ∈ K となっているから x = k ∈ K より L = K なので代数拡大は K のみ。
(4)⇒ (1)

任意の f ∈ K[X]−K における任意の既約成分を gとする。gのある一つの根を xとするとこの元は K 上
代数的であるから [K(x) : K] = degK g で有限次拡大なので K(x) ∼= K[X]/(g)は K 上の代数拡大。(4)よ
りこれは K なので degK g = dimK(K[X]/(g)) = dimK K = 1 だから degK g = 1より一次式になる。よっ
て任意の既約成分が一次式になるので f = (一次の積)となる。

定義 7.2. 体 K が上記の命題 (7.1) の (AC1) ∼ (AC4) を成り立たせる、つまり全てを満たすとき K を
代数閉体 (algebraically closed)という。
相対的代数閉包とはことなり K を含む上の体が最初からは無い。

例 7.3. 代数学の基本定理は Cが代数閉体であることを述べている。

命題 7.4. Ω/K :拡大、 Ω :代数閉体とする。このとき K の Ωの中での相対的代数閉包 K は代数閉体。

Proof. K が (AC2)を満たすことを示す。
∀f =

∑n
i=0 aiX

i ∈ K[X] − K ⊂ Ω[X] − Ω は Ω が代数閉体よりある根 x ∈ Ω が存在する。ai ∈ K

より K 上代数的だからそれぞれの最小多項式の次数を考えれば K ′ = K(a0, . . . , an) は K 上有限次拡大。
x は K ′ 上代数的より K ′(x) は K ′ 上有限次拡大。この有限次拡大を合わせれば K(a0, . . . , an)(x)/K =

K(a0, . . . , an, x)/K は有限次拡大なので代数拡大。よって xは K 上代数的なので x ∈ K より K に少なく
とも一つの根を持っている。
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定理 7.5. Steinitzの定理
L/K,Ω/K : 拡大とし、 L は代数拡大、 Ω は代数閉体とする。このときある K の拡大の準同型写像

ϕ : L −→ Ωが存在する。(任意の代数拡大はΩに埋め込める)

Proof. 系 (5.9)から Ω′ := (L⊗K Ω)/mは L,Ωの拡大体である。
この拡大の準同型を φ : L −→ Ω′, ψ : Ω −→ Ω′ とするとこれは体の準同型より単射。単射準同型なのでそ
れぞれの像において構造を保つことを考えれば φ(L)は φ(K)上代数拡大、 ψ(Ω)は代数閉体。よって ψ(K)

上代数的な元を ψ(Ω)はすべて含む。また写像が可換より ψ(K) = φ(K)なので ψ(Ω)は φ(K)上代数的な元
をすべて含む。よって φ(L) ⊂ ψ(Ω)で単射なので ψ−1φ : L −→ Ωとなる体の準同型をつくれる。

7.2 分解体
定義 7.6. K : 体で (fi)i∈I : 多項式の族 (fi ∈ K[X] − K) に対し、K の拡大体 L が (fi)i∈I の
最小分解体 (minimal spilitting field) (もしくはここではMS体)とは以下の条件を満たすものである。
(1) ∀i ∈ I, fi は L[X]で一次の積に分解される。(ここではこの条件が成り立つものを分解体という)

(2) L = K(∀i ∈ I, ∀fiの根)となる、つまり fi の根で K 上生成される最小の体であること。

Rem 7.7. (fi) = (f1, . . . , fn)のように有限個の多項式の場合、f = f1 · · · fn とすると (fi)の MS体 = f の
MS体である。

命題 7.8. K 上の多項式の族 ∀(fi)i∈I に対しその MS体は存在し、それは K 上の同型を除き一意的である。

Proof. (fi)i∈I = (f) のときを考える。体上の多項式なので最高次の係数を 1 にしても一般性を失わない。
f = Xn +

∑n
i=1 aiX

n−i, ai ∈ K とおき、Ai := K[X1, . . . , Xn]/I を考えるとこれは K − alg である。ただ
しここで I とは K[X1, . . . , Xn]において sk − (−1)kak (k = 1, . . . , n)で生成されるイデアルとする。sk は
X1, . . . , Xn の k 次基本対称式でありつまり (X − X1) · · · (X − Xn) = Xn − s1Xn−1 + · · · + (−1)nsn を
満たすものである。xj := Xj mod I = Xj + I とおき、 xj の k 次基本対称式を上と同様に tk とするとき
tk = sk + I であり、sk − (−1)kak ∈ I ⇔ sk + I = (−1)kak + I なので

(X − x1) · · · (X − xn) = Xn − t1Xn−1 + · · ·+ (−1)ntn

= Xn +

n∑
i=1

(−1)itiXn−i

= Xn +

n∑
i=1

(−1)i(si + I)Xn−i

= Xn +

n∑
i=1

(−1)i((−1)kak + I)Xn−i

= Xn +

n∑
i=1

(ak + I)Xn−i

= Xn + (a1 + I)Xn−1 + · · ·+ (an + I)

となる。これより f は Ai[X]において f = (X − x1) · · · (X − xn)と分解される。Ai の任意の極大イデアル
mに対し Li = Ai/mとおくとこれは体で標準的射像を考えれば f は L[X]上で一次の積に分解される。f の
根が x1, . . . , xn(= X1, . . . , Xn mod I)より Ai の作り方からこの Li は (f)のMS体である。
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一般の (fi)i∈I に対しては L := (⊗i∈IAi)/(極大イデアル)とするとこれは体で (fi)の MS体なので存在性
が示された。
一意性は定義 (2)より従う。

7.3 代数閉包
定義 7.9. 体 K の代数閉包 (algebratic closure)とは K の代数拡大であって代数閉体であるもののこと。こ
れを代数閉な拡大ともいう。
つまり、任意の元に対して最小多項式が存在して、さらに任意の多項式に対してその根が全て含まれる体で
ある。

命題 7.10. Steinitzの定理
任意の体 K に対しその代数閉包が存在してそれは K 上の同型を除き一意的。

Proof. (fi)i∈I = K[X]−K として命題 (7.8)を適用すればよい。

系 7.11. K,K ′ : 体、 Ω,Ω′ : それらの代数閉包としたとき同型 ψ : K
∼−→ K ′ に対しそれを延長する同型

φ : Ω
∼−→ Ω′ が存在する

Proof. 前述の命題 (7.10)の証明より代数閉包は (fi)i∈I = K[X]−K ∼= K ′[X]−K ′ の MS体なのでその一
意性から同型 φ : Ω

∼−→ Ω′ が存在する。
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8 etale代数
8.1 対角化
以下ではとくに述べない限り K を可換体とする。

定理 8.1. A : K − alg と L/K : 拡大としたときに集合 H := HomK−alg(A,L) は L− ベクトル空間
HomK−vect.sp(A,L) の中で L上一次独立。

Proof. Aを K − vect.spとして見ればこれは加法群であるので Dedekindの補題から従う。

補題 8.2. dimL(HomK−vect.sp(A,L)) = [HomK−vect.sp(A,L) : L] = [A : K]が成り立つ。

Proof. A(L) := L ⊗K A としてその双対空間を (A(L))
∗ := HomL(A(L), L) とする。以下簡単のため

HomK−vect.sp(A,L) を Hom(A,L) と書く。・ : (A(L))
∗ −→ Hom(A,L), u 7−→ u で u : A −→ L, x 7−→

u(x) = u(1 ⊗ x) とすればこの・は同型であり双対空間であることから dimLA(L) = dimL(A(L))
∗ =

dimL Hom(A,L)である。dimLA(L) = dimK Aより従う。

系 8.3. 上の状況において h(L)(= hA(L)) := |HomK−alg(A,L)| ≤ [A : K]が成り立つ。

Proof. HomK−alg(A,L) は HomK−vect.sp(A,L) で一次独立より h(L) ≤ dimL(HomK−vect.sp(A,L)) であ
る。補題 (8.2)の dimL(HomK−vect.sp(A,L)) = [A : K]より従う。

定義 8.4. K−algの Aが対角化可能 (diagonalizable)とは ∃n ≥ 1, A ∼= Knであること。とくに n = [A : K]

である。Kn は成分ごとの演算を行う直積代数である。

Proof. n = [A : K]であることは Aを K−ベクトル空間と見ることからわかる。

定義 8.5. Aが拡大 L/K により対角化される (diagonaled by L)とは L− alg の L⊗K Aが対角化可能であ
ること。

定義 8.6. Aが K 上etaleとは ∃拡大 L/K により対角化されること。

Rem 8.7. (e1, . . . , en) が Kn(∼= A) の標準基底とすると成分ごとの演算を行うから e2i = ei, eiej = 0(i 6=
j), e1 + · · ·+ en = 1A となる。

命題 8.8. 有限次 K − alg Aについて次は同値 (n = [A : K]とする)

(1) Aは対角化可能。
(2) Aの K 上の基底 (e1, . . . , en)で e2i = ei, eiej = 0(i 6= j) を満たすものが存在する。
(3) HomK−alg(A,K)は HomK−vect.sp(A,K)を生成する。

Proof. (1)⇒ (2)は Rem (8.7)より成立。
(2)⇒ (1)

Ai = Kei とすると Ai
∼= K で A = {k1e1 + · · ·+ knen|ki ∈ K} = A1 × · · · ×An

∼= Kn より対角化可能。
(3)⇒ (1)

有限次 K − alg なので HomK−alg(A,K) = {π1, . . . , πn} とする。これは定理 (8.1) より一次独立で
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仮定から全体を張るので HomK−vect.sp(A,K) の基底になる。そしてそれを並べた K− 代数の準同型
π := (π1, . . . , πn) : A −→ Kn, a 7−→ (π1(a), . . . , πn(a))とする。

系 8.9. 系 (8.3)における |HomK−alg(A,L)| ≤ [A : K]について

|HomK−alg(A,L)| = [A : K]⇔ Aは Lで対角化される。

Proof. π : HomK−vect.sp(A,L) −→ HomL−vect.sp(L⊗KA,L), u 7−→ πuとし、L−線形写像で πu : A(L) −→
L, (1 ⊗ x) 7−→ (πu)(1 ⊗ x) := u(x) とする。π は準同型で πu = 0 ⇒ ∀x ∈ A, u(x) = 0 ⇔ u = 0 で単
射。∀v ∈ HomL−vect.sp(A(L), L), u(x) := v(1 ⊗ x) とおけば πu = v となるので全射より π は同型なので
dimL HomK−vect.sp(A,L) = dimL HomL−vect.sp(L⊗K A,L)が成立する。
また、始域と終域を代数の準同型に制限して π : HomK−alg(A,L) −→ HomL−alg(L⊗K A,L)でも同様に
全単射になるから |HomK−alg(A,L)| = |HomL−alg(L⊗K A,L)|である。
命題 (8.8)の (1)⇔ (3)で Aを L⊗K Aで置き換えて、補題 (8.2)も用いれば

Aは Lで対角化される⇔ L⊗K Aは対角化可能
⇔ HomL−alg(A(L), L)はHomL−vect.sp(A(L),K)を生成する。(基底になる)

⇔ |HomL−alg(A(L), L)| = dimL HomL−vect.sp(A(L),K)

⇔ |HomK−alg(A,L)| = |HomL−alg(A(L), L)|
= dimL HomL−v.s(A(L), L) = dimL HomK−v.s(A,L) = [A : K]

⇔ |HomK−alg(A,L)| = [A : K]

命題 8.10. K − alg Aについて次は同値。
(1) Aは K 上 etaleである。(:⇔ ∃拡大により対角化される)

(2) Aは K の ∃有限次拡大により対角化される。
(3) Aは K の ∀代数閉な拡大により対角化される。
(4) Aは K の ∃代数閉な拡大により対角化される。

Proof. (3)⇒ (4)⇒ (1)は明らか。
(1)⇒ (2)⇒ (3)を示す。
(1)⇒ (2)

(1) :⇔ ∃L/K により対角化される。系 (8.9) から |HomK−alg(A,L)| = [A : K] = n となる。
HomK−alg(A,L) = {φ1, . . . , φn} とすると φi(A) は L の部分体で対角化可能だから φi(A) ⊗K A ⊂
L ⊗K A ∼= Kn より φi(A) は K 上 n 次以下。よってM := (φi(A) たちの合成)(⊂ L) も K の有限次拡大
となり、Im(φi) ⊂ M より終域を制限することができるから HomK−alg(A,M) = {φ1, . . . , φn} である。系
(8.9)より |HomK−alg(A,M)| = [A : K]だから Aは K 上有限次拡大の M で対角化されるから (2)が示さ
れた。
(2)⇒ (3)

A はある有限次拡大 M で対角化されるとする。有限次拡大より Rem (6.9) から M は代数拡大
でもある。また、K の任意の代数閉体 Ω をとると定理 (7.5)(Steinitz の定理) から M は Ω に埋め
込める。よって HomK−alg(A,M) ⊂ HomK−alg(A,Ω) である。ここで対角化されるので系 (8.9) か
ら |HomK−alg(A,M)| = [A : K] になることと系 (8.3) から |HomK−alg(A,Ω)| ≤ [A : K] より
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|HomK−alg(A,M)| = |HomK−alg(A,Ω)| = [A : K] となる。よって A は任意の代数閉体 Ω で対角化され
る。

8.2 etale代数の部分代数
以下では etale代数 A = Kn とし、その標準基底を {e1, . . . , en}とする。

命題 8.11. [n] := {1, . . . , n} でこれを共通部分が無いように [n] = I1
⊔
· · ·
⊔
Ir (Ij 6= ∅) と分割する。

I ⊂ [n]に対して eI :=
∑

i∈I ei とする。[n] = I1
⊔
· · ·
⊔
Ir に対し、A(I1,...,Ir) := KeI1 + · · · +KeIr は A

の部分 K − alg である。
そして Aの任意の部分 K − alg は対角化可能で A(I1,...,Ir) のもので尽き、とくに有限個である。

Proof. eIj が A(I1,...,Ir) の標準基底になること。
A(I1,...,Ir)の定義より全体を張り、一次独立性も保つ。eiは標準基底より打ち消し合って冪等元より Ik 6= Il

とするとき

e2Ik =

(∑
i∈Ik

ei

)2

=
∑
i∈Ik

e2i = eIk

eIkeIl =

(∑
i∈Ik

ei

)(∑
i∈Il

ei

)
= 0

eI1 + · · ·+ eIr =
∑
i∈[n]

ei = 1

より標準基底になるのでそれで K 上張られている A(I1,...,Ir) は Aの部分 K − alg であり、命題 (8.8)の (2)

から対角化可能である。
また、 B を Aの任意の部分代数とするとき射影

vi : A(= Kn) −→ Ka1...
an

 7−→ ai

の定義域を B に制限したものを考える。これを再度 vi とおくときこれは vi ∈ HomK−alg(B,K)である。

α =

a1...
an

β =

b1...
bn

 ∈ B, k ∈ K
とするとき vi(α + β) = ai + bi = vi(α) + vi(β), vi(αβ) = aibi = vi(α)vi(β), vi(kα) = kai =

kvi(α), vi(1Kn) = 1K より vi ∈ HomK−alg(B,K)である。そして定義より vi(ej) = δij なので {v1, . . . , vn}
は HomK−vect.sp(B,K)を生成する。つまり、f ∈ HomK−vect.sp(B,K)に対して vi(c1e1+ · · ·+ cnen) = ci

より f = f(e1)v1 + · · ·+ f(en)vn とすればよい。
したがって HomK−alg(B,K)の元 v1, . . . , vn が HomK−vect.sp(B,K)を生成するので命題 (8.8)から任意
の部分代数は対角化可能である。また、基底として (ε1, . . . , εm)で ε2i = ε, εiεj = 0(i 6= j)となるものが存在
する。
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この基底は Aの元なので e1, . . . , enで作られるが冪等性と総和が 1になることを考えれば eI1 , . . . , eIr で出
し尽くされる。したがって全ての部分代数は A(I1,...,Ir) であり、[n]の分割を考えれば部分代数は有限個。

命題 8.12. 各 I ⊂ [n]に対し aI :=
∑

i∈I Kei とするとこれは Aのイデアルになる。そして Aのイデアル
はこれに尽き、とくに有限個である。

Proof. aI は明らかに Aのイデアルになる。
A のイデアル a が ∀i ∈ I, ei ∈ a で ∀j ∈ J := [n] − I, ej /∈ a となっているとする。定義より明らかに

aI ⊂ a である。x = x1e1 + · · · + xnen ∈ a, xi ∈ K と j ∈ J に対して ej ∈ A, x ∈ a から xej ∈ a なので
xej = x1e1ej+ · · ·+xnenej = xjej ∈ aとなる。ここで xj = 0のとき xjej = 0Kn ∈ aである。xj 6= 0のと
き xjej ∈ aとするとK が体より x−1

j が存在して、 x−1
j ej ∈ Aであるからイデアルより x−1

j ejxjej = ej ∈ a

となり、これは矛盾。したがって xjej ∈ aであるときは xj = 0である。これより x ∈ aは ∑
i∈I xiei とか

けるから a ⊂ aI なので a = aI。任意のイデアルはそれが含んでいる標準基底によってのみ決まるから aI で
全てであり I のとり方より有限個である。

Rem 8.13. A = Kn のイデアル aはそれ自身は K − alg の構造を持つが、一般に Aの部分 K − alg では
ない。また、 a = aI は Aのイデアル b = aJ = a[n]−I の商 K − alg A/bと同型である。

Proof. K − alg の構造を持つことは a = aI で I = {1, . . . , k( 6= n)}とすると

φ : K −→ a

k 7−→



k
...
k
0
...
0


とするとこれは環準同型で K が可換体より Im(φ) ⊂ (aの中心)より K − alg になる。一般の I についても
同様。
また、aの単位元 1a は (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0) であり、これは Aの単位元 1A = (1, . . . , 1)と一致しないので

Aの部分 K − alg ではない。
I = {1, . . . , k} として考える。このとき J = {k + 1, . . . , n} である。ψ : A −→ a, (a1, . . . , an) 7−→

(a1, . . . , ak)とするとこれは K − alg 準同型で全射であり、 ker(ψ) = (ak+1, . . . , an) = bであるから準同型
定理より A/b ∼= aとなるので示された。

命題 8.14. etale K − alg Aは部分 K − alg 及びイデアルを有限個しか持たない。

Proof. etaleより ∃L/K により L⊗K A ∼= Ln であるので命題 (8.11)(8.12)より L⊗K Aの部分代数とイデ
アルは有限個。よって A ⊂ L⊗K Aの部分代数とイデアルも有限個。

Rem 8.15. HomK−alg(A,L)は Aの素イデアルの集合 Spec(A)の ”L−有理点”の集合である。

例 8.16. A := K[X,Y ]/(f) で f(X,Y ) = X3 + 1 − Y 2 とする。このとき φ ∈ HomK−alg(A,L) を取
り、x = X( mod f), y = Y ( mod f), φ(x) = a, φ(y) = b とする。すると A で f(X,Y ) = 0A から
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φ(f) = f(a, b) = 0 よりこの a, b が f の L 上の有理点になる。φ は準同型より x, y の送り先 a, b のみで
φ(g(X,Y ) + f (∈ A)) = g(a, b)と定まるので HomK−alg(A,L) ∼= {(a, b) ∈ L2|f(a, b) = 0} という同型が定
まる。

8.3 分離次数
A : 有限次 K − alg で ∀L/K に対して hA(L) := |HomK−alg(A,L)| とおく。このとき系 (8.3) より

h(L) ≤ n = [A : K]が成り立っている。

補題 8.17. Ω/K :拡大、 Ω :代数閉体とするとき ∀L/K に対し h(L) ≤ h(Ω)

Proof. L′ : K の相対的代数閉包とすると ∀φ ∈ HomK−alg(A,L) において A の K 上の基底を (e1, . . . , en)

とする。このとき ∀x = a1e1 + · · · + anen ∈ A と書けて φ(x) = a1φ(e1) + · · · + anφ(en) となる。
{φ(e1), . . . , φ(en)} の部分集合が φ(A) の基底になるので [φ(A) : K] ≤ [A : K] = n より φ(A)/K は有
限次拡大より代数拡大である。よって φ(A) ⊂ L′ だから φ ∈ HomK−alg(A,L

′) なので h(L) = h(L′) にな
る。定理 (7.5) より L′ は代数閉体と見た Ω に埋め込めるので終域が小さくなるから HomK−alg(A,L) =

HomK−alg(A,L
′) ⊂ HomK−alg(A,Ω)より h(L) ≤ h(Ω)である。

定義 8.18. [A : K]s := maxL/K hA(L) = hA(Ω) (Ω : K の代数閉包,補題 (8.17)から言える。)
を Aの K 上の分離次数 (separable degree)という。系 (8.3)から [A : K]s ≤ [A : K]が言える。

定義 8.19. ・K − alg Aが分離的とは [A : K]s = [A : K]となること。
・とくに有限次拡大 L/K が分離的とは K − alg として Lが分離的であること。
・代数拡大 L/K が分離的とは ∀ 有限次部分体 (中間体)が分離的であること。
・分離的な拡大を分離拡大、代数的かつ分離的な拡大を分離的代数拡大という。
・分離的でないとき非分離的という。

命題 8.20. A,B :有限次 K − alg、 L/K :拡大、 A(L) = L⊗K Aとする。
(1) [A⊗K B : K]s = [A : K]s[B : K]s

(2) [A(L) : L]s = [A : K]s

(3) C :有限次 L− alg で L/K が有限次のとき [C : K]s = [C : L]s[L : K]s

Proof. (1)

Ωを K の代数閉包とする。定義より [A⊗K B : K]s = hA⊗KB(Ω), [A : K]s = hA(Ω), [B : K]s = hB(Ω)

である。そして

∗ : HomK−alg(A,Ω)×HomK−alg(B,Ω) −→ HomK−alg(A⊗K B,Ω)

(v, u) 7−→ v ∗ u
v ∗ u : A⊗K B −→ Ω

a⊗ b 7−→ v(a)u(b)

と定める。まず、 v′ ∗ u′ = v ∗ uのとき ∀a⊗ b ∈ A⊗K B, v′(a)u′(b) = v(a)u(b)で Ωの元だから a⊗ b 6= 0

で逆元が存在するから v′(a) = v(a), u′(b) = u(b)より (v′, u′) = (v, u)なので単射。
u1 : A −→ A ⊗K B, a 7−→ u1(a) = a ⊗ 1 と u2 : B −→ A ⊗K B, b 7−→ u2(b) = 1 ⊗ b とすると
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∀a ⊗ b(∈ A ⊗K B) = u1(a)u2(b) となる。任意の w ∈ HomK−alg(A ⊗K B,Ω) に対し、vi = w ◦ ui とす
ると準同型より w(a ⊗ b) = w(u1(a)u2(b)) = w ◦ u1(a)w ◦ u2(b) = v1(a)v2(b) となる。よって w に対して
v1 ∈ HomK−alg(A,Ω), v2 ∈ HomK−alg(B,Ω)をとれば w = v1 ∗ v2 となるので全射。したがって ∗は全単
射だから hA⊗KB(Ω) = hA(Ω)hB(Ω)より成立。
(2)

HomK−alg(A,Ω)と HomL−alg(L⊗K A,Ω)の間は系 (8.9)での π を用いれば Lを Ωとして見てもよく、
これは全単射であるから [L⊗K A : L]s = [A : K]s が成り立つ。
(3)

S = HomK−alg(L,Ω), T = HomK−alg(C,Ω) とする。σ ∈ S に対して Tσ = {f ∈ T |∀α ∈ L, f(α) =

σ(α)} とするとこれは以下で示されるように T を分割する。σ, τ ∈ S に対して f ∈ Tσ ∩ Tτ としたとき
∀α ∈ L, f(α) = σ(α) = τ(α)より σ = τ から Tσ = Tτ となる。また、 ∀g ∈ T に対して σ := g|L とすれば
σ(α) = g(α)だから g ∈ Tσ であるので確かに T を分割する。
σ は体の準同型より単射だから Ωの中に σ(L)として Lを埋め込めるからその２つを同一視することで K

の代数閉包 Ωを Lの代数閉包と見ることもできる。このとき ∀f ∈ Tσ は定義より ∀α ∈ L, f(α) = σ(α) ∈
σ(L) ∼= L で σ(L) ∼= L 上恒等写像になる。したがって f ∈ HomL−alg(C,Ω) より Tσ ⊂ HomL−alg(C,Ω)

である。また、この σ(L) と L の同一視から α ∈ L は Ω の中で α = σ(α) ∈ σ(L) であるので φ ∈
HomL−alg(C,Ω) に対して φ(α) = α = σ(α) より φ ∈ Tσ だから HomL−alg(C,Ω) ⊂ Tσ である。これよ
り Tσ = HomL−alg(C,Ω) から |Tσ| = [C : L]s となるので分割であることも考えれば |T | = [C : K]s =∑

σ∈S |Tσ| = |S||Tσ| = [C : L]s[L : K]s より示された。

Note 8.21. 分離次数ではなく拡大次数でも (1) ∼ (3)と同様のことが成り立つ。

命題 8.22. A :有限次 K − alg について

Aが K 上分離的⇔ Aは K 上 etale

Proof. 系 (8.9)と命題 (8.10)から

AがK 上分離的⇔ [A : K]s = [A : K]

⇔ |HomK−alg(A,Ω)| = [A : K]

⇔ AはあるK の代数閉包Ωで対角化される。
⇔ AはK 上 etale

系 8.23. 次の 3つが成り立つ
(1) A⊗K B が etale/K ⇔ Aと B がともに etale

(2) A/K : etale⇔ A(L)/L : etale

(3) C/L/K のとき C が K 上 etale ⇔ C が L上 etaleでかつ Lが K 上 etale

Proof. 代数が分離的であるときその分離次数は拡大次数と等しいという定義とその拡大次数を常に超えない
ということから命題 (8.20)(8.22)と拡大次数について命題 (8.20)が成り立つことより示される。
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8.4 微分加群
定義 8.24. A/K の微分加群 ΩA/K とは I := ker(A⊗K A −→ A, a⊗ b 7−→ ab)としたとき ΩA/K := I/I2

と定義される。定義より ΩA/K ⊂ B := A⊗K A/I2 は明らか。ここで A⊗K Aを a 7−→ a⊗ 1と見ることで
A加群と考える。そして d : A −→ ΩA/K , a 7−→ d(a)(= da) := 1 ⊗ a− a⊗ 1( mod I2)とする。このとき
a, b ∈ Aと k ∈ K に対して

d(ab) = bd(a) + ad(b)

d(k) = 0

が成り立つ。実際、d(ab) = 1⊗ab−ab⊗1 = (1⊗a)(1⊗b)−(a⊗1)(b⊗1) = (1⊗b)(1⊗a−a⊗1)+(a⊗1)(1⊗
b−b⊗1)+(1⊗b)(a⊗1)−(a⊗1)(1⊗b) = bd(a)+ad(b)であり、d(k) = 1⊗k−k⊗1 = k(1⊗1)−k(1⊗1) = 0

より成立。

例 8.25. A = K[X]とすると ΩA/K = A·dX(= d(X) = 1⊗X−X⊗1)であり d : A −→ ΩA/K , f 7−→ f ′dX

となる

例 8.26. A = K[X]/(f)のとき ΩA/K = A/(f ′)dX = K[X]/(f)/(f ′)dX = K[X]/(f, f ′)dX となる。

命題 8.27. 有限次 K − alg Aについて

Aは K 上で etale⇔ ΩA/K = 0

が成り立つ。

系 8.28. A = K[X]/(f)で etale/K ⇔ (f, f ′) = 1 (f とその形式微分 f ′によって作られるイデアルが 1Kを
含む⇔ f と f ′が互いに素)

Proof. 例 (8.26)と命題 (8.27)から ΩA/K = 0⇔ (f, f ′) = K[X] = (1K)より成り立つ。

8.5 被約
定義 8.29. 可換環 A が被約 (reduced)とは 0 以外の冪零元を持たないこと。 (⇔ a 6= 0 なら a2 6= 0)

K − alg Aが被約とはそれが可換環として被約であること。

例 8.30. 体、整域は被約。被約 ×被約 =被約
図形的には重なっていないことと見ることができる。

補題 8.31. 可換環 Aに冪等元 e( 6= 0, 1)が存在するとき A = A1×A2 となる {0}, Aではない部分環 A1, A2

が存在する。

Proof. e′ := 1 − e とするとこれも (1 − e)(1 − e) = 1 − 2e + e2 = 1 − e より冪等元である。また、
ee′ = e(1− e) = e− e2 = 0をみたす。A1 := Ae,A2 := Ae′ とするとこれは 和と積について閉じているから
Aの部分環になっていて以下の準同型写像を考える。

φ : A −→ A1 ×A2

x 7−→ (ex, e′x)
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ここで φ(x) = 0 ⇔ ex = 0 ∧ e′x = (1 − e)x = 0 ⇒ (1 − e)x + ex = 0 ⇒ x = 0より ker(φ) = {0}から単
射。また、 ∀(ea, e′b)に対して ea+ e′b ∈ Aをとると φ(ea+ e′b) = (e(ea+ e′b), e′(ea+ e′b)) = (ea, e′b)よ
り全射。したがって同型写像になるから A ∼= A1 ×A2(= Ae×Ae′)となる。

補題 8.32. M : 有限生成 A 加群で a を A のイデアルとして φ を M の A 加群の自己準同型であり
φ(M) ⊂ aM を満たすとする。このとき M の生成系を (x1, . . . , xn) として φ はある ai ∈ a により
φn + a1φ

n−1 + · · ·+ an = 0となる。

Proof. 定義から ∀i, φ(xi) ∈ aM から φ(xi) =
∑n

j=1 aijxj となる aij が存在するので以下の式変形で

φ(xi)−
n∑

j=1

aijxj = 0

n∑
j=1

δijφ(xi)− aijxj = 0

n∑
j=1

(δijφ− aij)xj = 0

となる。ここで n 次正方行列 A := (δijφ − aij) を考えることが出来てこれは ~x := T (x1, . . . , xn) に対して
A~x = 0となる。~xの元は M の生成系から 0ではないのでこの連立方程式は非自明解を持つからその行列式
detA = det(δijφ− aij) = 0である。この行列式は φの n次式になり、n次部分は Aの対角線上の積のみで
あるので n次の径数は 1でその他の係数は aij ∈ aの積の和だからある ai ∈ aで φn+a1φ

n−1+ · · ·+an = 0

となるので示された。

系 8.33. M を有限生成 A加群として、aを aM = M となる Aのイデアルとする。このとき xM = 0と
x ≡ 1( mod a)となる x ∈ Aが存在する。

Proof. 補題 (8.32) で φ = idM とすると φ(M) = M = aM から条件を満たしているので φn + a1φ
n−1 +

· · ·+ an = 1 + a1 + · · ·+ an = 0となる a1, . . . , an ∈ aが存在する。ここで x = 1 + a1 + · · ·+ an とおくと
x ∈ Aであり、xM = 0M = 0と a1 + · · ·+ an ∈ aから x ≡ 1( mod a)となる。

命題 8.34. 有限次 K − alg Aにおいて次は同値。
(1) Aは被約。
(2) Aはある有限次体拡大 Li/K により A ∼= L1 × · · · × Ln となる。

Proof. (2)⇒ (1)

体は被約であることより明らか。
(1)⇒ (2)

Aが体であれば K の拡大体と見ることで L := Aで成立する。
Aが体でないとして Aの次元について帰納法を用いる。[A : K] = 1のとき A ∼= K から K が可換体より
成立。[Ai : K] = m ≤ nの K − alg Ai について題意が満たされているとする。[A : K] = nのときもし A

が冪等元 e( 6= 0, 1)を持っていれば補題 (8.31)より A ∼= A1 × A2 となる 0でも Aでもない部分環が存在し
て部分環であることから [A1 : K], [A2 : K] ≤ [A : K]となるので帰納法の仮定から Aは題意を満たす。
よって Aが冪等元 e( 6= 0, 1)を持っていることを示す。a( 6= (0), (1))は AのイデアルでK−ベクトル空間
としてみたときに次数が最小のものとする。a 6= (0)より 0でない x ∈ aがとれる。Aが被約より x2 6= 0な
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ので a2 6= {0}であり a2 ⊂ aを満たす。そして aの次数の最小性から a2 = aとなる。
Aが有限次 K − alg よりそのイデアル aも有限生成であるので系 (8.33)において M = aとしてもよく、

a自身は aa = aを満たしているので xM = 0, x ≡ 1( mod a)となる x ∈ Aが存在する。e := 1− xとする
と e ≡ 0( mod a)より e ∈ aで (1− e)a = 0となる。したがって ∀x ∈ a, (1− e)x = 0⇔ ex = x となるか
ら x = e ∈ aをとると e2 = eから冪等元 eが存在して a = Aeとなる。a 6= (0), (1)から e 6= 0, 1であるの
で Aは冪等元 e( 6= 0, 1)を持っているので示された。

定理 8.35. 有限次 K − alg Aについて次は同値。
(1) Aは K 上 etale。
(2) ∀L/K に対し L⊗K Aは被約。とくに、 Aは被約。
(3) ある K の完全拡大体 P が存在して P ⊗K Aが被約になる。
(4) A ∼= L1 × · · · × Ln, Li/K は有限次分離拡大。分離拡大は次の章で説明する。

Proof. (1)⇒ (2)

Lを K の任意の体拡大とし、その代数閉包を Ωとおくと L ⊂ Ωより L⊗K Aは Ω⊗K Aの部分環と同型
である。また、 Aは K 上 etaleより命題 (8.10)から Ωで対角化されるから Ω⊗K A ∼= Ωn となり、これは
体の直積代数から被約であるから L⊗K Aも被約である。

例 8.36. char(K) = p > 0でK が完全体でないとすると Frobeniusが同型でないので a ∈ K×−(K×)pとい
う元が少なくとも一つとれる。このとき A = K[X]/(Xp− a)は体で、とくに被約。これは L := K(α), (α =

p
√
a)と同型になる。
その係数拡大は標数を考えて L⊗K A = L[X]/(Xp − a) = L[X]/(X − α)p となる。よって ξ := (X − α)

mod (X − α)p は冪零元なので L⊗K Aは被約でない。
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9 分離的代数拡大
9.1 多項式の分離性
命題 9.1. 代数拡大 L/K について次は同値。
(1) L/K :分離的。
(2) L/K の ∀ 部分拡大 M/K は分離的。

Proof. 定義 (8.19)から明らか。

命題 9.2. f ∈ K[X]−K について以下は同値。
(1) (f, f ′) = 1 (⇔ f とその形式微分 f ′が互いに素)

(2) f の判別式 disc(f) 6= 0 (f =
∏n

i=1(X − αi)のとき dics(f) :=
∏

i<j(αi − αj)
2と定義する)

(3) K のある拡大 L上で f は相異なる一次式の積になる。
(4) f の任意の根は単根 (重解でない)

(5) K[X]/(f)は etale/K (⇔ K 上分離的)

Proof. (5)⇔ (1)

系 (8.28)で示した。
(2)⇔ (3)⇔ (4)

明らか。
(1)⇒ (2) (deg f > 1のときを考える) 対偶 disc(f) = 0⇒ (f, f ′) 6= 1を示す。
dics(f) = 0 よりある 0 ≤ i < j ≤ n があり αi = αj となる。i = 1, j = 2 としても一般性を失
わない。これは f の根なので f = (X − α1)

2Q(X) となる Q(X) ∈ K[X] が存在する。よって f ′ =

2(X − α1)Q(X) + (X − α1)
2Q′(X) = (X − α1)(2Q(X) + (X − α1)

2Q′(X))となるから f, f ′ は共通の α1

という根を持つので互いに素でないから (f, f ′) 6= 1となる。
(2)⇒ (1) (deg f > 1のときを考える) 対偶 (f, f ′) 6= 1⇒ disc(f) = 0を示す。
(f, f ′) 6= 1よりある αがあってそれを f = (X −α)Q1(X), f ′ = (X −α)Q2(X)として共通根として持つ。
この二つから f ′ = Q1(X) + (X − α)Q′

1(X) = (X − α)Q2(X) より (X − α)(Q′
1(X) − Q2(X)) = Q1(X)

となるから f = (X − α)2(Q′
1(X) − Q2(X))より重根をもつ。したがって根の差の積である disc(f) = 0で

ある。
deg f = 1のときは f の根は 0より常に disc(f) = 0となるからこの命題には不適。

定義 9.3. これらが成り立つとき f を分離的という。そうでないとき非分離的という。

命題 9.4. 既約多項式 f ∈ K[X]について次は同値。
(1) f は分離的。
(2) f は (∃Lに)少なくとも一つの単根をもつ。
(3) f ′ 6= 0

(4) char(K) = 0か、または char(K) = p > 0で f /∈ K[Xp]

Proof. (1)⇒ (2)は命題 (9.2)で示した。
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(2)⇒ (3)

αを f の単根とする。f ′(α) = 0とすると命題 (9.2)の (2) ⇒ (1)の証明より f = (X − α)2Q(X)となる
から αが単根に矛盾するので f ′(α) 6= 0である。よって f ′ 6= 0

(3)⇒ (1)

体上の多項式より f を monicとしてよい。αを f の任意の根とする。f が既約多項式で monicより f は
最小多項式であるからその次数の最小性と f ′ 6= 0より f ′ は多項式で f ′(α) 6= 0であるから αは単根。これ
が任意の f の根について成り立つから f は分離的。
(3)⇔ (4)

f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X]について

f ′ =

n∑
i=0

aiiX
i−1 = 0

⇔

{
a1 = · · · = an = 0 (char(K) = 0)

ai = 0 (p - i) (char(K) = p > 0)

⇔

{
f = a0 (char(K) = 0)

f =
∑
apkX

pk ∈ K[Xp] (char(K) = p > 0)

より、 既約多項式は f ∈ K[X]−K で否定を考えれば成立。

系 9.5. 体 K について次は同値。
(1) K は完全体
(2) 任意の既約多項式 f ∈ K[X]は分離的
((3)∀L/K : 代数拡大は分離的)

Proof. (1)⇔ (2)のみ示す。
char(K) = 0のとき命題 (9.4)の (1)⇔ (4)から ∀ 既約多項式 f ∈ K[X]は分離的。
char(K) = p > 0のとき

K が完全体⇔ ∀f ∈ K[Xp]−K は可約

を示す。これより、既約ならば f /∈ K[Xp]−K が言えて命題 (9.4)の (4)⇔ (1)より既約ならば分離的が言
える。
(⇒)

f =
∑
aiX

pi ∈ K[Xp]−K で Kp := {xp|x ∈ K} (p乗元の集合)とする。K が完全体なので Frobenius

が全射だから K = Kp なので ∀ai ∈ K に対して ∃bi ∈ K, ai = bpi ∈ Kp = K である。したがって
char(K) = p > 0 に注意すれば f =

∑
bpiX

pi = (
∑
biX

i)p より∑
biX

i ∈ K[X] で分解できるから f は
可約。
(⇐) 対偶の K : 非完全⇒ ∃f ∈ K[Xp]−K は既約を示す。
K :非完全とする。このとき Kp 6= K から ∃a ∈ K× −Kp が取れる。ここで f = Xp − a ∈ K[X]は既約
になる。
bを f の根 (bp = a)とし、g を bの K 上の最小多項式とする。最小性から g | f で char(K) = p > 0より

f = (X − b)p となるから g = (X − b)d (de = p)と書ける。f = ge の形になり、 pが素数から d = pまたは
d = 1になる。d = 1とすると g ∈ K[X]より b ∈ K であり、 a = bp ∈ Kp から a ∈ K× −Kp に矛盾する。
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よって d = pで f = g となるから f は既約。これより既約な f ∈ K[Kp]−K が存在するので対偶が示され
た。

9.2 元の分離性
定義 9.6. L/K :拡大としたとき、K 上代数的な元 x ∈ LがK 上分離的とは体の拡大 K(x)/K が分離的で
あること。そうでないとき非分離的という。

命題 9.7. x ∈ L : K 上代数的な元、 f : xの最小多項式とするとき、次は同値。
(1) xは K 上分離的。
(2) f は分離多項式。
(3) xは f の単根。
(4) K[X]/(f)は K 上 etale (⇔ K 上分離的)

Proof. xが K 上代数的なので命題 (6.14)からK(x) = K[X]/(f)となる。
x が K 上分離的なとき定義から K(x)/K が分離的なので K[X]/(f) が K 上分離的である。そして命題

(9.2)の (5)⇔ (4)より f の任意の根は単根より xは f の単根であり、f は分離多項式である。

系 9.8. x ∈ Lが ∃g ∈ K[X]の単根ならば xは K 上分離的。

Proof. xの最小多項式を f としたとき最小性から f | g より f = ghとなる h ∈ K[X]が存在する。このと
き hが xを根として持っているとすると f の最小性に矛盾するから h(x) 6= 0である。したがって f = ghは
xを単根としてもつので命題 (9.7)から xは K 上分離的。

系 9.9. x ∈ Lが K 上分離的ならば L/K の任意の中間体 M でも分離的。

Proof. xの M 上の最小多項式を fM とし、K 上の最小多項式を fK とする。このとき K[X] ⊂M [X]から
M [X]上で fM | fK となる。xは K 上分離的なので fK の単根であるから系 (9.8)で g = fK ∈M [X]と見
れば xは M 上分離的である。

命題 9.10. 拡大 L/K について以下は同値。
(1) Lは K 上代数的かつ分離的。
(2) Lの任意の元 xは K 上代数的かつ分離的。
(3) Lは K 上代数的かつ分離的な元のある部分集合 S(⊂ L)によって K 上生成される。(L = K(S)とな
る)

Proof. (1) ⇒ (2) L/K が代数的なので Lの任意の元は K 上代数的。分離的であることから、 L/K の任意
の有限次部分拡大が分離的である。∀x ∈ L は代数的元なので命題 (6.14) より K(x)/K は有限次部分拡大。
したがって K(x)/K が分離的だから定義より xは分離的。
(2)⇒ (3) 仮定より Lの任意の元は K 上代数的かつ分離的なので S = Lととれて、 K(L) = Lより成立
する。
(3) ⇒ (1) 任意の x ∈ L は S のある有限部分集合 S′ によって x ∈ K(S′) となり、 K(S′) は有限次拡
大より x は K 上代数的。よって L は K 上代数的。S′ = {α1, . . . , αn} となっている時を考えれば良い。
L′ = K(S′)(= K(α1, . . . , αn))とおくと αi ∈ Lは K 上代数的なので命題 (6.14)から L′/K は有限次拡大よ
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り代数的である。K0 := K,Kn := L′ として、 Ki+1 := Ki(αi+1), 0 ≤ i ≤ n− 1と定めると拡大の列

K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn

が作られる。αi+1 は K 上分離的なので系 (9.9)から Kn/K0 の中間体である Ki 上分離的になる。よって定
義から Ki(αi)/Ki = Ki+1/Ki は分離的であるので [Ki+1 : Ki]s = [Ki+1 : Ki]となり、L′/K が有限次より
[Ki+1 : Ki]も有限だから命題 (8.20)の (3)を繰り返し用いれば

[L′ : K] = [Kn : K0] =

n−1∏
i=0

[Ki+1 : Ki]

=

n−1∏
i=0

[Ki+1 : Ki]s = [Kn : K0]s = [L′ : K]s

となり L′/K は分離的である。

系 9.11. 代数拡大 L/K において次は同値。
(1) L/K は分離的。
(2) ∀x ∈ Lは K 上の最小多項式の単根。 (⇔ 最小多項式が分離的)

Proof. 命題 (9.10)の (1)⇔ (2)から成立する。

命題 9.12. (1) L/K がある集合 S によって L = K(S)とするとき

S の任意の元が K 上代数的かつ分離的⇒ L/K は分離的

(2) 代数拡大 L1/K,L2/K (⊂ ∃L)に対して L1, L2 の合成体を L1L2 とすると、

L1L2/K が分離的⇔ L1/K,L2/K がともに分離的

(3) L/M/K で L/K :代数拡大のとき

L/K が分離的⇔ L/M,M/K が分離的

(4) L/K,K ′/K とその合成体 L′ := LK ′ = K ′(L)について L/K が代数的であるとき

L/K が分離的⇒ L′/K ′が分離的

Proof. (1)

S の元は代数的かつ分離的で Lは K 上 S で生成されるから命題 (9.10)の (3)⇔ (1)から成立。
(2)

(⇒) 定義より L1, L2 ⊂ L1L2 から明らか。
(⇐) (4)で L = L1,K

′ = L2, L
′ = L1L2 とおけば L1/K が分離的より L1L2/L2 が分離的になる。(3)か

ら L1L2/L2, L2/K が分離的より L1L2/K が分離的より示された。
(3)

(⇒) L/K が分離的より、 ∀x ∈ Lは K 上分離的。したがって ∀x ∈M ⊂ Lも K 上分離的であるからM

は K 上分離的。また、系 (9.9)より ∀x ∈ Lは M 上分離的でもあるので Lは M 上分離的。
(⇐) まず、命題 (6.17) より、 L/M,M/K は代数拡大。∀x ∈ L をとると M 上代数的かつ分離的より
最小多項式 f =

∑n
i=0 aiX

i ∈ M [X] があり、これは分離多項式である。M ′ := K(a1, . . . , an) とすると
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f ∈M ′[X]であり、 xの最小多項式のままである。L′ :=M ′(x)(= K(x, a1, . . . , an))とすると、命題 (6.14)

と f ∈M ′[X]から、L′ =M ′[X]/(f)は有限次拡大で、xは最小多項式 f の単根だから命題 (9.7)より、L′は
M ′ 上分離的。また、M ′/K は M/K が分離的より定義から分離的。よって L′/M,M ′/K が有限次拡大かつ
分離的であることから系 (8.23)の (3)から [L′ : K] = [L′ : M ′][M ′ : K] = [L′ : M ′]s[M

′ : K]s = [L′ : K]s

となるので L′/K も分離的。したがって x ∈ L′ は K 上分離的であるから元の任意性より Lは K 上分離的。
(4)

L/K が代数的より、 ∀x ∈ Lは K 上代数的であるが、K ⊂ K ′ より K ′ 上代数的でもある。また、 xの
K 上の最小多項式を f とすると f ∈ K[X] ⊂ K ′[X]で、 L/K が分離的から xは f の単根なので系 (9.8)よ
り xは K ′ 上分離的。したがって Lは K ′ 上分離的かつ代数的な元の集合なので命題 (9.10)の (3)⇔ (1)か
ら L′ = K ′(L)は K ′ 上代数的かつ分離的。

9.3 原始元
定義 9.13. L/K : 拡大で、 x ∈ L が L/K の原始元 (primitive element)とは L = K[x](= K[X]/(f) =

K(x))となること。ただし f は xの K 上の最小多項式である。定理 (6.14)から L/K が原始元を持つため
には有限次拡大であることが必要である。

定理 9.14. L/K について次は同値。
(1) L/K は原始元をもつ
(2) L/K は中間体を有限個しか持たない。
さらに、 L/K が有限次分離拡大ならこれらが成立する。

Proof. (1)⇒ (2)

原始元を x ∈ Lとし、その最小多項式を f ∈ K[X]とする。f を L上で割り切ることができる monic多項
式 g ∈ L[X]に対して、その係数で生成される K 上の体を Eg とする。この deg(f) = nのとき、 Lで f は
高々 n個の既約多項式の積に表すことができる。この既約多項式の積の組み合わせが g になりうるので g の
個数は高々 2n 個であるのでこのような体 Eg は有限個である。Lの中間体が全て Eg でかければ有限個だけ
であることがわかるのでそれを示す。
M をある中間体とすると K ⊂ M,L = K[x] より M [x] = L となる。ここで x の M 上の最小多項式を

fM とすると [L :M ] = deg(fM )である。K[X] ⊂M [X]より fM |f であるので fM はM 上、したがって L

上で f を割り切る。fM ∈ M [X]より fM の係数はすべて M に含まれているから EfM ⊂ M である。また、
EfM [x] = Lより、 fM ∈ EfM [X], fM (x) = 0から [L : EfM ] ≤ deg(fM ) = [L : M ]となるので M ⊂ EfM

である。したがって M = EfM となり Eg の形で書けるから中間体は高々 2n 個の有限個しか持たない。
(2)⇒ (1)

まず原始元の最小多項式の存在性のため、L/K が代数拡大であることを背理法により示す。L/K が超越元
xを持つと仮定する。このとき命題 (6.2)の (3) ⇔ (1)の否定から 1, x, x2, · · · は一次独立である。したがっ
てその部分集合 1, x2, (x2)2, · · · も一次独立より x2 も K 上超越元である。ここで K(x) = K(x2)と仮定す
ると、x = f(x2)/g(x2)となる f(X), g(X)( 6= 0) ∈ K[X]が存在するから、 xが Xg(X2)− f(X2) ∈ K[X]

の根になる。Xg(X2)は奇数次、 f(X2)は偶数次より Xg(X2) − f(X2)となるからこれは xを根にもつ 0

でない K 上多項式になるため xの超越性に矛盾する。よって K(x) 6= K(x2)であるから K(x2) ( K(x)で
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ある。これを繰り返せば
K ⊂ · · · ( K(x3) ( K(x2) ( K(x) ⊂ L

となり無限個の中間体が存在してしまうのでこれは仮定に矛盾するから L/K は超越元を持たないから代数拡
大である。
さらに、 L/K は有限生成であることを背理法により示す。有限生成でないとすると αi ∈ Lにより

K ( K(α1) ( K(α1, α2) ( · · · ( K(α1, . . . , αn) ( · · · ⊂ L

として無限個の中間体が存在してしまうので仮定に矛盾するから L/K は有限生成。以上より L/K は有限次
元代数拡大である。
単拡大であることを示す。
・ K が有限体のとき
系 (4.6) からある素数 p と正整数 f = [K : Fp] があり、 q = pf として、K ∼= Fq(位数 q = pfの有限
体) となる。L/K は有限次拡大より拡大次数を e とすると、L ∼= Fqe とできる。Fqe の乗法群 F×

qe は位数
qe − 1の巡回群になるので F×

qe は位数 qe − 1の元 ζ ∈ F×
qe を持つ。したがって F×

qe = {1, ζ, . . . , ζqe−2}か
ら、Fqe = {0, 1, ζ, . . . , ζqe−2}となる。よって Fqe ⊂ Fq(ζ) ⊂ Fqe から L = Fqe = Fq(ζ) = K(ζ)より原始
元 ζ が存在する。
・ K が無限体のとき
∀α ∈ L について有限次拡大より [K(α) : K] ≤ [L : K] ≤ ∞ なので {[K(α) : K]|α ∈ L} は正整数の
有界集合。したがってある α0 ∈ L が存在して、∀α ∈ L で [K(α) : K] ≤ [K(α0) : K] となる。ここで
任意に β ∈ L を一つ定める。∀c ∈ K について Mc := K(cα0 + β) とする。これは L/K の中間体より
有限個しかないが K が無限体より、 c は無限個とれるのである異なる c1, c2 ∈ K で M := Mc1 = Mc2

となる。このとき c1, c2 ∈ K ⊂ M から c1 − c2 ∈ M, c1 − c2 6= 0 より (c1 − c2)
−1 ∈ M が存在す

る。また、 (c1α0 + β) − (c2α0 + β) = (c1 − c2)α0 ∈ M なので (c1 − c2)
−1 をかけても M に含まれ

ているので α0 ∈ M となる。そして c1α0 ∈ M にもなるので β = (c1α0 + β) − c1α0 ∈ M である。こ
れより、 K(α0) ⊂ M = K(c1α0 + β) で [K(α0) : K] ≤ [K(c1α0 + β) : K] となるが α0 の定義から
[K(α0) : K] = [K(c1α0 + β) : K] で K(α0) = K(c1α0 + β) = M である。そして任意にとった β ∈ L が
M = K(α0)に含まれるので L = K(α0)となるから L/K は原始元 α0 をもつ。

例 9.15. L := Fp(X,Y ),K := Fp(X
p, Y p)とする。この中間体として K(fi), fi := X + giY, gi ∈ Fp(X,Y )

をとると、gi 6= gj ⇒ K(fi) 6= K(fj)となり、gi のとり方は無限個あるので L/K の中間体は無限個あるか
ら L/K に原始元は存在しない。

例 9.16. Q(
√
2,
√
3)/Qは Q(

√
2 +
√
3)/Qともできるので原始元が存在するから中間体は有限個。

9.4 分離閉体、分離閉包
定義 9.17. L/K に対して K の Lの中での相対的分離 (代数)閉包 (relative separable (algebraic) closure)

Ls とは
Ls := {x ∈ L|xは K 上分離的 }

となるもの。これは命題 (9.10)の (2) ⇔ (1)より K 上代数的かつ分離的な拡大で Lに含まれる代数的かつ
分離的な拡大のうち最大のもの。
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定義 9.18. L/K が代数拡大とする。Ls = K となるときこの拡大を純非分離拡大という。

定義 9.19. 体 Ωが分離閉体 (separably closed) とはその分離的代数拡大は Ωのみであること。

定義 9.20. Ω が体 K の分離閉包 (separable closure)とは K の代数拡大で分離閉体であること。K 上分離
閉な拡大ともいう。

命題 9.21. Ω : K 上代数閉な拡大とするとき
(1) Ωs は K の分離閉包。
(2) K の分離閉包は K 上の同型を除き一意的

Proof. (1) L を Ωs の分離的代数拡大とする。Ωs は K 上代数的な元の集合でもあるので Ω が K 上の代
数閉包より 拡大 Ω/Ωs がつくれる。L/Ωs は代数拡大で Ω は代数閉体なので命題 (7.5) から Ωs− 準同型
u : L −→ Ωが存在し、Ωの中に Lを u(L)として埋め込める。このとき Ωの中で u(L)/Ωs,Ωs/K はともに
分離的なので命題 (9.12)の (3)より u(L)/K は分離的で uは Ωs−準同型からK−準同型でもあるので構造
を保存するから u(L)/K は代数拡大。したがって u(L)/K は代数的かつ分離的な拡大であり Ωs ⊂ u(L)なの
で相対的分離閉包の最大性から Ωs = u(L)となる。これより uの終域を制限して Ωs−準同型 u : L −→ Ωs

とできる。これは体の準同型から単射であり、 u(L) = Ωs より全射なので同型なので L ∼= Ωs となる。そし
て、 Lは Ωs の拡大なので Ωs ⊂ Lから L = Ωs となる。Ωs の任意の分離的代数拡大は Ωs だけであること
が示されたので Ωs は分離閉体である。相対的分離閉包の定義から K の代数拡大でもあるので K の分離閉包
である。
(2) E を K の分離閉包とする。E は K の代数拡大より Ωが K の代数閉包より定理 (7.5)から K−準同
型 v : E −→ Ωが存在して E を Ωに v(E)として埋め込める。v は構造を保存するから v(E)は K の分離閉
包なので分離的代数拡大になっているから Ωs の最大性より v(E) ⊂ Ωs であり、v(E)は Ωs/K の中間体と
なっている。Ωs/K が分離的より命題 (9.12)の (3) から Ωs/v(E)は分離的。v(E)が K の分離閉包より分
離閉体だから v(E)の分離拡大はそれ自身だけなので v(E) = Ωs である。E ⊂ Ωs は一般に言えていないの
で E = Ωs とはならない。これより、 v の終域を制限した K−準同型 v : E −→ Ωs は同型写像になるので
任意の K の分離閉包は Ωs と同型になるから同型を除いて一意的に定まる。

系 9.22. L/K :分離的代数拡大、 E/K :分離閉な拡大としたときあるK−準同型 φ : L −→ E が存在する。
(任意の分離的代数拡大は分離閉体 E に埋め込める)

定理 (7.5)の代数閉体のときと同じである。

Proof. Ω を E の代数閉包とすると K の Ω の中での相対的分離閉包 Ωs は K 上分離的な元の集合なので
Ωs ⊂ E である。Ωは K 上代数閉でもあるので命題 (9.21)の (1)より Ωs は K の分離閉包となるから (2)と
Ωs ⊂ E から同型より更に、Ωs = E となる。また、 Ωは K の代数閉包であるから L/K が代数拡大より定
理 (7.5)から K−準同型 v : L −→ Ωが存在する。v は構造を保存するから v(L)は K 上分離的かつ代数的
であるから、v(L) ⊂ Ωs = E である。したがって K−準同型 v : L −→ E が存在する。

9.5 非分離次数
定義 9.23. L/K とその K の L の中での相対的分離閉包 Ls について [L : K]i := [L : Ls] を L/K の
非分離次数 (inseparable degree)という。
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補題 9.24. 有限次拡大 L/K とその相対的分離閉包 Lsについて x ∈ L−Lsの Ls上の最小多項式 f ∈ Ls[X]

はある素数 pと正整数 eと y = xp
e ∈ Ls で f = Xpe − y と書ける。

Proof. L/K が有限次拡大より代数拡大である。char(K) = 0 のとき K は完全体より系 (9.5)の (1) ⇔ (3)

からその任意の代数拡大 L/K は分離的なので L = Ls となる。したがって L−Ls = ∅より補題は成立する。
char(K) = p > 0 のときのみを考える。f の根 x は K 上分離的な元の集合の Ls に含まれないので非分
離的な元である。したがって f は非分離的なので命題 (9.4) の (1) ⇔ (4) から char(K) = p > 0 で考えて
いることに注意すれば f ∈ Ls[X

p]である。よって f = g1(X
p), g1 ∈ Ls[X]となる g1 が存在する。もし g1

が非分離的であるとまた f と同様に g1 ∈ Ls[X
p]となるから g1 = g2(X

p), g2 ∈ Ls[X]となる g2 が存在し、
f = g2(X

p2

)となる。これを gn と gn+1 に帰納的に繰り返せば f, gi が有限次よりあるところで分離的な多
項式になり止まるのでこれを ge = g とおくと f = g(Xpe

), g ∈ Ls[X], e ∈ Z と書ける。f ∈ Ls[X
p] より

deg(f) = pe
′ とおけるので pe · deg(g) = deg(f) = pe

′ が成り立つ。
f は x を根として持つので f(x) = g(xp

e

) = 0 より g の根でもある。この g の根を y とすると
y は Ls 上分離的で y = xp

e ∈ L である。Ls 上分離的な元なので定義より Ls(y)/Ls が分離的とな
るが Ls は命題 (9.21) の (1) より分離閉体なので Ls(y) = Ls とならなくてはならない。したがって
y ∈ Ls である。ここで h(X) = Xpe − y とすると h(X) ∈ Ls[X] であり、char(K) = p > 0 より
(X − x)pe

= Xpe − xpe

= Xpe − y = h(X)から h(X)は xを根にもつ Ls 上の多項式となる。
このとき deg(g) > 1と仮定すると pe · deg(g) = pe

′ の等式より pe
′−e = deg(g) > 1から e′ > eとなるか

ら deg(h) = pe < pe
′
= deg(f)となる。しかしこれは f の最小性に矛盾するから deg(g) = 1である。した

がって g(X) = X − yより f(X) = g(Xpe

) = Xpe − yとなるので x ∈ L−Ls の最小多項式は xp
e

= yとな
る y ∈ Ls によって Xpe − y とかける。

命題 9.25. 有限次拡大 L/K について
[L : K]s = [Ls : K]

がなりたつ。

Proof. Ω を K の代数閉包とする。Ls/K は命題 (9.10) の (2) ⇔ (1) より分離的なので [Ls : K]s =

[Ls : K] = |HomK(Ls,Ω)| となる。そして、[L : K]s = |HomK(L,Ω)| であるから定義域を制限する写像
HomK(Ls,Ω) −→ HomK(L,Ω)が全単射であることを示せば [L : K]s = [Ls : K]となることが示される。
・全射性
∀φ ∈ HomK(Ls,Ω)の Lへの拡張を φ̃ ∈ HomK(L,Ω)とする。補題 (9.24)から x ∈ L− Ls の Ls 上の最
小多項式がある素数 pと n ∈ Zと a ∈ Ls で Xpn − aの形になる。よって φ̃(x)p

n

= φ̃(xp
n

) = φ̃(a) = φ(a)

より φ̃(x) = φ(a)1/p
n と定まる。この φ̃をとればいいので全射

・単射性
φ ∈ HomK(Ls,Ω) の φ̃ ∈ HomK(L,Ω) への延長は φ̃(x) = φ(a)1/p

n より φ に依るので一意的なので単
射。
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10 ノルムとトレース
10.1 ノルムとトレース
定義 10.1. A :有限次 K − alg とする。x ∈ Aに対して x倍写像

Tx : A −→ A

a 7−→ xa

は A が K − alg より K− 線形写像になる。よって dimK(A) = n のときある A の基底 {e1, . . . , en} によ
り、 Tx = (tij)i,j=1,...,n とおいたとき行列表示は

Tx(ej) = xej =

n∑
i=1

tijei

を満たすような tij ∈ K で作られてこれにより行列 Tx : Kn −→ Kn にできて行列の記法で

x(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Tx

と書くことができる。
この行列 Tx について xのトレース (trace) TrA/K(x)と xのノルム (norm) NA/K(x)を

TrA/K(x) := Tr(Tx)

NA/K(x) := det(Tx)

とするとこの値は K の元であるから

TrA/K : A −→ K

NA/K : A −→ K

という写像になっていて TrA/K は K−線形写像、 NA/K は乗法的 (N(xy) = N(x)N(y))である。とくに、
定義域を乗法群 A× に制限すれば

NA/K |A× : A× −→ K

は群準同型になる。

例 10.2. x ∈ K のとき n := [A : K]として、Aの基底を {e1, . . . , en}とする。Tx = (tij)i,j=1,...,n とおいた
とき行列表示は

Tx(ej) =

n∑
i=1

tijei

とできて Tx(ej) = xej で基底の一次独立性から tjj = x, tij = 0 (i 6= j)となるので

Tx =

x . . .

x


と書ける。したがって TrA/K(x) = nx,NA/K(x) = xn となる。
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例 10.3. A := K[X]/(f)で f = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ K[X]とする。x := X + (f) ∈ Aについてそ

の x倍写像 Tx は

Tx =


0 −an

1
. . .

...
. . . 0

...
1 −a1


と書けるから TrA/K(x) = −a1,NA/K(x) = (−1)nan となる。

Proof. x ∈ A はその定義から f の根になっている。命題 (6.7) の (2) より {1, x, . . . , xn−1} は A の基底に
なっているのでこの基底を用いて Tx を行列表示にする。Tx := (tij)i,j=1,...,n は xの指数を考えれば

Tx(x
j) =

n−1∑
i=0

ti+1j+1x
i (0 ≤ j ≤ n− 1)

とできる。Tx(xj) = xj+1 (0 ≤ j ≤ n− 1)より 1 ≤ j + 1 ≤ n− 1のとき

ti+1j+1 =

{
1 (j + 1 = i)

0 (j + 1 6= i)

j+1 = nのとき x ·xn−1 = xn = Xn+(f) = −a1Xn−1− · · ·− an+(f) = −a1xn−1− · · ·− an であるので

Tx(x
n−1) = xn = −a1xn−1 − a2xn−2 − · · · − an

=

n−1∑
i=0

ti+1nx
i = tnnx

n−1 + tn−1nx
n−2 + · · ·+ t1n

より tn−kn = −ak+1 となる。よって Tx は上記の形になる。
TrA/K(x) = Tr(Tx) = −a1は明らか。NA/K(x) = det(Tx)は n列をとなりの列と順番に入れ替えていけば
入れ替えるごとに −1倍されて 1列まで移動させれば行列式の性質より det(Tx) = (−1)n−1(−an) det(En) =

(−1)nan となる。

Fact 10.4. L/M/K に対し、 Tr,Nは推移的。つまり、

TrL/K = TrM/K ◦TrL/M

NL/K = NM/K ◦NL/M

が成り立つ。

10.2 正則表現
命題 10.5. 体拡大 L/K について x 倍写像を作る対応 T を L の K 上の基底 {e1, . . . , en} によって
Tx ∈Mn(K)で考えると

T : L −→Mn(K)

x 7−→ Tx

は Tx の成分の定まり方より写像であり、単射環準同型になる。この K 上の写像 T を基底 {e1, . . . , en}に関
する A/K の正則表現という。
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Proof. Tx, Ty, Tx+y, Tcx, Txy ∈Mn(K) (x, y ∈ A c ∈ K)についてこれはそれぞれ

x(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Tx
y(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Ty

(x+ y)(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Tx+y

cx(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Tcx
xy(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Txy

を満たしている。それぞれ演算結果が等しくなることを考えれば

Tx+y = Tx + Ty

Tcx = cTx

Txy = TxTy

を満たすので T : L −→Mn(K)は環準同型である。
また、 ej が基底なので T (x) = Tx = 0 ⇔ tij = 0(∀i, j) ⇔ xej = 0(∀j) ⇔ x = 0 が成り立つから

ker(T ) = {0}より T は単射。

10.3 分離拡大のノルムとトレース
命題 10.6. L/K : n次分離拡大、 Ω : K の代数閉包、 σi ∈ HomK(L,Ω), (1 ≤ i ≤ n = [L : K] = [L : K]s(

分離拡大より))とする。このとき Lの n個の元 e1, . . . , en について次は同値。
(1) e1, . . . , en は L/K の基底。
(2)

det(σi(ej)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1(e1) · · · σ1(en)
σ2(e1) · · · σ2(en)

...
...

σn(e1) · · · σn(en)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Proof. (1)⇒ (2)

det(σi(ej)) = 0と仮定すると X = (σi(ej))とおいたとき ~xX = 0は非自明解 (c1, . . . , cn) ∈ Ωn をもつ。
つまり ∑n

i=1 ciσi(ej) = 0 (1 ≤ j ≤ n)となるものが存在している。このとき任意の元 α ∈ Lに対して、基底
であることより α =

∑n
i=1 aiei となる ai ∈ K が存在する。このとき σi は K を動かさないので

n∑
i=1

ciσi(α) =

n∑
i=1

ciσi

(
n∑

i=1

aiei

)

=

n∑
i=1

ci

n∑
j=1

ajσi(ej)

=

n∑
j=1

aj

n∑
i=1

ciσi(ej)

=

n∑
j=1

aj · 0

= 0

46



となるが ci は全ては 0で無いので Dedekindの補題 (2.6)に矛盾する。よって det(σi(ej)) 6= 0

(2)⇒ (1)

(2)を満たすような e1, . . . , en が一次独立であることを示す。c1e1 + · · ·+ cnen = 0となる ci ∈ K をとる。
全体に σj をかけると

∑n
i=1 ciσj(ei) = 0であるからσ1(e1) · · · σ1(en)

...
...

σn(e1) · · · σn(en)


c1...
cn

 = 0

となる。ここで仮定より det(σi(ej)) 6= 0なのでこの連立方程式は自明解のみをもつから c1 = · · · = cn = 0

であるので e1, · · · , en は一次独立。L/K は n次拡大なので基底の個数は n個だからこの e1, · · · , en が基底
になる。

命題 10.7. L/K : n 次分離拡大、 Ω を K の代数閉包、σi : L −→ Ω, α 7−→ ασi(= α(i)) := σi(α), σi ∈
HomK(L,Ω) としたとき α ∈ Lについて

TrL/K(α) =

n∑
i=1

α(i) =

n∑
i=1

ασi

NL/K(α) =

n∏
i=1

α(i) =

n∏
i=1

ασi

となる。

Proof. L/K の基底を e1, . . . , en とする。任意の α ∈ L についてこの基底による正則表現 T : L −→
Mn(K), α 7−→ Tα は α(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Tα を満たす。これに σi をかけると σi(Tα) = Tα であり、
α(i)(e

(i)
1 , · · · , e(i)n ) = (e

(i)
1 , · · · , e(i)n )Tα となる。これは

T ◦
α :=

α
(1)

. . .

α(n)



と M := (e
(i)
j )i,j=1,...,n によって T ◦

αM = MTα となる。命題 (10.6)の (1) ⇒ (2)より det(M) 6= 0なので
正則行列より M−1 が存在するから Tα =M−1T ◦

αM とできる。したがって Trと detの性質から

TrL/K(α) = Tr(Tα) = Tr(M−1T ◦
αM) = Tr(T ◦

α) =

n∑
i=1

α(i) =

n∑
i=1

ασi

NL/K(α) = det(Tα) = det(M−1T ◦
αM) = det(T ◦

α) =

n∏
i=1

α(i) =

n∏
i=1

ααi

が成り立つ。

系 10.8. L/K が有限次分離拡大なら TrL/K(α) 6= 0となる α ∈ Lが存在する。

Proof. 任意の α ∈ Lについて命題 (10.7)から TrL/K(α) =
∑n

i=1 α
(i) であり、これが 0に等しいとすると

命題 (2.6)に矛盾するからある α ∈ Lで TrL/K(α) 6= 0となる。
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補題 10.9. L/K を標数 p > 0の有限次純非分離拡大とする。このとき α ∈ Lについて以下が成立する。

TrL/K(α) = [L : K]α

NL/K(α) = α[L:K]

とくに [L : K] > 1のとき TrL/K(α) = 0である。

Proof. 標数 p > 0の体の有限次拡大なので [L : K] = pe, [L : K(α)] = pf , [K(α) : K] = pg, f + g = eとす
る。char(K) = p > 0の純非分離拡大なので K = Ls から、補題 (9.24)より αの最小多項式 f(X) ∈ K[X]

が存在して命題 (6.14)より次数は pg = [K(α) : K]なので f = Xpg − αpg

= (X − α)pg とかける。Trと N

の推移律から

TrL/K(α) = TrK(α)/K(TrL/K(α)(α))

NL/K(α) = NK(α)/K(NL/K(α)(α))

である。α ∈ K(α)より例 (10.2)から TrL/K(α)(α) = [L : K(α)](α),NL/K(α)(α) = α[L:K(α)] であることと
Trが準同型で Nが乗法的であることより

TrL/K(α) = TrK(α)/K([L : K(α)]α) = [L : K(α)] TrK(α)/K(α) = pf TrK(α)/K(α)

NL/K(α) = NK(α)/K(α[L:K(α)]) = (NK(α)/K(α))[L:K(α)] = NK(α)/K(α)p
f

となる。また、K(α) = K[X]/(f)より例 (10.3) から f = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an のとき TrK(α)/K(α) =

−a1,NK(α)/K(α) = (−1)nan である。二項定理より f = (X − α)pg

= Xpg − pgXn−1α + · · · + (−α)pg な
ので a1 = −pgα, an = (−α)pg であるのでこれを代入すれば

TrL/K(α) = pf · −(−pgα) = pf+gα = peα = [L : K]α

NL/K(α) = ((−1)p
g

(−α)p
g

)p
f

= ((−1)2p
g

αpg

)p
f

= αpe

= α[L:K]

となり、示された。[L : K] = pe より [L : K] > 1では pの冪なので char(K) = p > 0より TrL/K(α) = 0

である。

補題 10.10. 有限次拡大 L/K に対して、K の代数閉包を Ωとし σi ∈ HomK(L,Ω), 1 ≤ i ≤ s := [L : K]s

とする。このとき ∀α ∈ Lに対して

TrL/K(α) = [L : K]i

s∑
i=1

ασi

NL/K(α) =

(
s∏

i=1

ασi

)[L:K]i

となる。(命題 (10.7)では有限次分離拡大であったがより一般に有限次拡大で述べている)

Proof. 定義より [L : K]i = [L : Ls], s = [L : K]s = |HomK(L,Ω)|である。命題 (9.25)から s = [L : K]s =

[Ls : K]となっていてその証明から HomK(Ls,Ω)と HomK(L,Ω)の間の定義域を制限する写像が全単射で
あるから σi ∈ HomK(L,Ω)に対して σi|Ls

∈ HomK(Ls,Ω)が全部で s個ある。このとき ∀α ∈ Lに対して
L/Ls は定義から純非分離拡大なので命題 (10.9)から

TrL/Ls
(α) = [L : Ls]α = [L : K]iα

NL/Ls
(α) = α[L:Ls] = α[L:K]i
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となる。TrL/Ls
,NL/Ls

はともに L −→ Ls の写像なので [L : K]iα, α
[L:K]i ∈ Ls である。

命題 (10.7)から TrLs/K ,NLs/K について σi|Ls
: Ls −→ Ω, 1 ≤ i ≤ sより

TrLs/K(β) =

s∑
i=1

βσi|Ls =

s∑
i=1

βσi

NLs/K(γ) =

s∏
i=1

γσi|Ls =

s∏
i=1

γσi

となる。β := [L : K]iα, γ := α[L:K]i とすれば推移律より

TrL/K(α) = TrLs/K(TrL/Ls
(α)) = TrLs/K(β) =

s∑
i=1

βσ =

s∑
i=1

[L : K]iα
σi = [L : K]i

s∑
i=1

ασi

NL/K(α) = NLs/K(NL/Ls
(α)) = NLs/K(γ) =

s∏
i=1

γσi =

s∏
i=1

(
α[L:K]i

)σi

=

(
s∏

i=1

ασi

)[L:K]i

となり成立する。

系 10.11. L/K を有限次非分離拡大で [L : K] > 1とすれば任意の α ∈ Lについて TrL/K(α) = 0となる。
(補題 (10.9)は純非分離拡大のみだったが一般の非分離拡大で成り立つことを述べている)

Proof. char(K) = 0 は分離拡大なので char(K) = p > 0 とする。このとき [L : K] > 1 から [L : K] =

pe (e ∈ Z+) であるから [L : K]i = [L : Ls] = pf (f ∈ Z+) となる。補題 (10.10) より任意の α ∈ L で
TrL/K(α) = [L : K]i

∑s
i=1 α

σi = pf
∑s

i=1 α
σi となる。これは char(K) = p > 0より 0になるので示され

た。

命題 10.12. 有限次拡大 L/K について以下は同値
(1) L/K は分離拡大。
(2) TrL/K(α) 6= 0となる α ∈ Lが存在する。

Proof. (1)⇒ (2)

系 (10.8)で示した。
(2)⇒ (1)

[L : K] > 1のとき系 (10.11)の対偶をとればよい。[L : K] = 1のとき Ls は K ⊂ Ls ⊂ Lであり、L = K

から Ls = Lなので L/K = Ls/K は分離拡大。
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11 正規拡大 (準 Galois拡大)

11.1 共役
定義 11.1. Ω := K : K の代数閉包とする。L/K,M/K(L,M ⊂ Ω) が K 上共役 (conjugate)とはある
σ ∈ AutK(Ω) があって σ(L) =M となること。
x, y ∈ Ωが K 上共役 (conjugate)とはある σ ∈ AutK(Ω)があって σ(x) = y となること。

例 11.2. z, z ∈ Cは Rの代数閉包であり、G = AutR(C) := {IdR, σ}, σ(z) = z とする。このとき Gの固定
体 RG = Rとなるので C/Rは Galoisである。この σ は複素共役をとる写像であるが σ(z) = z より一般の
共役の定義にも適している。

命題 11.3. K の代数閉包 Ωとし、x, y ∈ Ωをとる。このとき次は同値。
(1) xと y は K 上共役。
(2) K−同型写像 v : K(x) −→ K(y)で v(x) = y となるものが存在する。
(3) xと y の K 上の最小多項式は同じ。

Proof. (1)⇒ (3)

x の最小多項式を f ∈ K[X] とする。x と y は共役なのである σ ∈ AutK(Ω) が存在して σ(x) = y とな
る。σ は K− 自己準同型より K の元を動かさないので f の係数を動かさない。よって f(y) = f(σ(x)) =

σ(f(x)) = σ(0) = 0より f は yを根にもつ。yの最小多項式を g ∈ K[X]とする。f 6= gと仮定すると deg(g)

の最小性から g|f より f = ghとなる h ∈ K[X], deg(h) > 0が存在する。このとき f(x) = g(x)h(x) = 0と
なり f より次数の低い g または hが xを根にもつ。これは deg(f)の最小性に矛盾するから f = g より xと
y の最小多項式は一致する。
(3)⇒ (2)

xと y の最小多項式を f ∈ K[X]とする。このとき命題 (6.14)よりK(x) ∼= K[X]/(f) ∼= K(y)であり、

K(x) −→K[X]/(f)−→ K(y)

x 7−→ X + (f) 7−→ y

となる同型写像が作れる。したがって v : K(x) −→ K(y), x 7−→ v(y) となる K−同型写像が存在する。
(2)⇒ (1)

Ωは K(x),K(y)の代数閉包でもあるので系 (7.11)から K−同型 v : K(x) −→ K(y)を ṽ : Ω −→ Ωに延
長できる。これは K−自己準同型なので ṽ ∈ AutK(Ω)で ṽ(x) = v(x) = y より定義から xと y は K 上共
役。

系 11.4. x ∈ K の最小多項式 f ∈ K[X]で σ ∈ AutK(Ω)とする。このとき

g(X) :=
∏

σ∈AutK(Ω)

(X − σ(x))

は Ωにおいて f を割る。

Proof. 命題 (11.3)の (1)⇔ (3) より f は xの共役元を根としてすべて含むので Ωにおいて f が一次因子の
積に分解できることより g は f を割る。
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11.2 正規
定義 11.5. 代数拡大 L/K が正規 (normal)もしくは準 Galois (quasi− galois)であるとは任意の既約多項式
f ∈ K[X]が根を L内に一つもてば dは L[X]において一次因子の積に分解することができる。(すべて同じ
体の中に根をもつ)

⇔ ∀x ∈ Lに対してその最小多項式 f ∈ K[X]は L[X]において一次因子の積に分解できる。
とくに代数閉包 Ω/K は代数閉体の同値条件の命題 (7.1)の (AC1)から正規拡大である。

命題 11.6. 代数拡大 L/K と代数閉包 Ω/K について次は同値。
(1) L/K は正規。
(2) ∀x ∈ Lに対してその任意の共役は Lに含まれる。
(3) ∀σ ∈ AutK(Ω), σ(L) = Lとなる。
(4) ∀φ ∈ HomK(L,Ω), φ(L) = Lとなる。
(5) Lはある K 上の多項式族 (fi)i∈I の最小分解体。

Proof. (1)⇒ (2)

x ∈ Lの最小多項式 f ∈ K[X]をとる。L/K が正規で xが Lでの f の根なので f は L[X]上で一次因子
の積に分解できる。よって f の根はすべて Lに含まれている。ここで命題 (11.3)の (1) ⇔ (3)より xの任
意の共役元も最小多項式は f なので f の根であるからそれは Lに含まれる。
(2)⇒ (1)
∀x ∈ Lについて L/K が代数拡大より最小多項式 f ∈ K[X]がある。f の他の根 ai ∈ Ω/K, 1 ≤ i ≤ n :=

deg(f)も f を最小多項式として持っているから命題 (11.3) の (1)⇔ (3)より ai は xの共役元である。した
がって ai ∈ L であるから f は L[X] で f =

∏n
i=1(X − ai) と一次因子の積に分解できるので L/K は正規

拡大。
(1)⇒ (5)
∀x ∈ Lの K 上の最小多項式の族 (fi)i∈I をとり、この最小分解体を M とする。このとき M [X]では fi

はすべて一次因子の積に分解できるからM ⊂ Lであり、 x ∈ M でもあるので M = Lより Lは (fi)i∈I の
最小分解体である。
(5)⇒ (3)

Lが (fi)i∈I の最小分解体であるとする。fi の根を αij ∈ Ω/K, 1 ≤ j ≤ n := deg(fi) とする。この根の集
合を Ri とおくとき最小分解体の定義から L = K(∪i∈IRi) とかける。∀σ ∈ AutK(Ω) をとったときこれは
K を動かさない。また、 αij の最小多項式はすべて fi なのでそれぞれ共役であり体の準同型から単射なので
σ(Ri) = Ri となる。したがって σ(L) = σ(K(∪i∈IRi)) = K(∪i∈IRi) = Lより成立。
(3)⇒ (2)
∀x ∈ Lに対してその共役は任意の σ ∈ AutK(Ω)による σ(x)であるが仮定より σ(L) = Lより σ(x) ∈ L
となる。したがって任意の元のすべての共役は Lに含まれるので成立。
(4)⇒ (3)
∀σ ∈ AutK(Ω)をとる。このとき σ|L ∈ HomK(L,Ω)なので仮定より σ|L(L) = Lで σ|L(L) = σ(L)より
成立。
(3)⇒ (4)
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φ ∈ HomK(L,Ω) にたいして L, φ(L) は K の代数拡大なので定理 (7.5) から代数閉包 Ω に埋め込めるの
で Ω はこれらの代数閉包でもある。φ は体の準同型より単射なので φ : L −→ φ(L) は全単射となっている
から L ∼= φ(L) になっていて系 (7.11) よりこれを延長する σ : Ω −→ Ω が存在する。したがって仮定より
σ(L) = Lであり、 σ|L = φなので φ(L) = σ|L(L) = σ(L) = Lより成立。

系 11.7. L/K :有限次拡大のとき

L/K : 正規⇔ [L : K]s = hL(L)(:= |HomK(L,L)|)

が成り立つ。

Proof. 系 (8.3)より [L : K]s ≤ [L : K]より L/K が有限次拡大なので [L : K]s も有限。L ⊂ Ωから一般に
AutK(L) ⊂ HomK(L,Ω)である。体の準同型は単射なので HomK(L,L) = AutK(L)とも書ける
(⇒)

命題 (11.6)の (1) ⇔ (4)から ∀σ ∈ HomK(L,Ω)をとると σ(L) = Lとなっているので σ ∈ AutK(L)で
ある。よって HomK(L,Ω) ⊂ AutK(L)であるので、一般に AutK(L) ⊂ HomK(L,Ω)が成り立つことを考
えれば AutK(L) = HomK(L,Ω)だから hL(L) = [L : K]s である。
(⇐)

hL(L) = [L : K]s が有限で成り立っていて AutK(L) ⊂ HomK(L,Ω)より AutK(L) = HomK(L,Ω)であ
る。∀σ ∈ HomK(L,Ω)をとると σ ∈ AutK(L)なので σ(L) = Lを満たすから命題 (11.6)の (1)⇔ (4)から
L/K は正規。
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12 Galois拡大再論
12.1 Galois拡大
命題 12.1. 代数拡大 L/K について次は同値
(1) L/K は Galois

(2) L/K は正規かつ分離的
(2)′ ∀x ∈ Lに対し、その最小多項式は分離的かつ L[X]において一次因子の積に分解される。
(3) L/K はある分離多項式族 (fi)i∈I の最小分解体
さらに、 L/K が有限次なら次も同値
(4) [L : K] = hL(L)(:= |AutK(L)|)

Proof. Ωを K の代数閉包とする。
(2)⇔ (2)′ は正規の定義 (11.5)と系 (9.11) と多項式の分離性の定義 (9.2)から明らか。
(1)⇒ (2)
∀x ∈ Lとその最小多項式 f ∈ K[X]をとる。また、Yx := {σ(x)|σ ∈ AutK(L)} と定めるとこれは xの Ω

における共役元の集合の部分集合になり、σ ∈ AutK(L)から Y ⊂ Lである。命題 (11.3)の (1)⇔ (3)から x

の共役元はすべて f の根なので高々 deg(f)個しかないので Yxは有限集合。g :=
∏

y∈Yx
(X−y), n := deg(g)

とする。y はすべて異なるから単根なので g は分離的である。また、 y は xの共役元より f の根でもあるか
ら g のすべての根は f の根より g|f となる。
y ∈ Yx ⊂ L よりその元から作られる基本対称式は L に含まれるので g =

∑n
i=1 aiX

i, ai ∈ L と書
ける。σg =

∑n
i=1 σ(ai)X

i とすると係数だけに σ をかけているから (σg)(X) =
∏

y∈Yx
(X − σ(y)) と

なる。ここで y ∈ Yx より y = τ(x), τ ∈ AutK(L) となるものが存在する。AutK(L) は自己同型写像
であるから σ ◦ τ ∈ AutK(L) より σ(y) = σ ◦ τ(x) ∈ Yx となる。ここで Yx は有限集合であることと
σ は体の準同型より単射なのでそれぞれの y は σ によりそれぞれ異なる Yx の元に行く。したがって
(σg)(X) =

∏
y∈Yx

(X − y) = g(X)となるから ai は ∀σ ∈ AutK(L)によって動かされない。L/K が Galois

より LAutK(L) = K より ai ∈ K であるから g ∈ K[X]である。
g, f ∈ K[X]で g|f より f の最小性から f = g なので任意の x ∈ Lの最小多項式は f =

∏
y∈Yx

(X − y)
と L[X]上で一次因子の積に分解されるので L/K は正規。また、 g(= f)は分離的でもあったので任意の最
小多項式が分離的より系 (9.11)より L/K は分離的であるので L/K は正規かつ分離的。
(2)⇒ (1)

L = K のとき LAutK(L) = KAutK(K) = K で成立。L 6= K のとき L ) K であるから ∀x ∈ L −K をと
る。これがある σ ∈ AutK(L)で σ(x) 6= xとなればよい。
xの最小多項式を f ∈ K[X]とすると x ∈ L−K より deg(f) > 1であり、仮定から L/K が分離的より系

(9.11)から f が単根を持つので定義より分離的だから f(y) = 0で y 6= xであるような元 y ∈ Ωが存在する。
y の K 上の最小多項式も f なので命題 (11.3)の (2)⇔ (3)から σ(x) = y となるような σ ∈ AutK(Ω)が存
在する。仮定から L/K は正規なので命題 (11.6)の (1)⇔ (3)から σ(L) = Lより σ|L ∈ AutK(L)となる。
この σ により σ(x) = y 6= xなので xは固定されないから固定されるのは K の元のみなので LAutK(L) = K

となり定義より L/K は Galoisである。
(2)⇔ (3)
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命題 (11.6)の (1)⇔ (5)より「規 ⇔ある多項式族 (fi)i∈I の最小分解体」が言えている。その多項式族は
∀x ∈ Lの最小多項式の族であったので系 (9.11)より「分離的 ⇔多項式族のすべての多項式が分離的」が言
えている。
(2)⇔ (4)

有限次拡大のとき系 (11.7) から「正規 ⇔ [L : K]s = hL(L)」が言えている。定義より「分離的 ⇔ [L :

K] = [L : K]s」なので「正規かつ分離的 ⇔ [L : K] = [L : K]s = hL(L)」となり示された。

12.2 多項式の Galois群
定義 12.2. K :体、 f ∈ K[X]−K :分離多項式、 Lf : f の K 上の最小分解体とするときその根をすべて添
加しているので命題 (6.14)から Lf/K は有限次だから命題 (12.1)の (1)⇔ (3)から Lf/K は有限次 Galois

拡大である。このとき Gal(Lf/K)をf の K 上の Galois群という。

命題 12.3. 分離多項式 f ∈ K[X] −K にたいしてその最小分解体 Lf を考える。Ωを K の代数閉包で Lf

を含むもの、W := {x ∈ Ω|f の根 } とする。f は分離多項式なので |W | = n := deg(f) となる。このとき
Gal(Lf/K)は W に作用し、根の置換を引き起こす。したがって W の自己同型写像の群、つまり W の置換
群を SW とするとき |W | = nから n次対称群 Sn でもあり、

Gal(Lf/K) −→ SW (= Sn)

σ 7−→ σ|W

という単射群準同型が存在する。 (SWにGal(Lf/K)は埋め込める)

とくに |Gal(Lf/K)| = [Lf : K] ≤ n!である。

Proof. ∀σ ∈ Gal(Lf/K) = AutK(Lf )は f(σ(x)) = σ(f(x)) = 0より σ(x) ∈W だから σ(W ) ⊂W なので

σ|W :W −→W

x 7−→ σ(x)

となり σ は体の準同型より単射であって |W | = nで有限集合なのでこれは全単射である。したがって σ|W
は W 上の全単射写像の群である SW の元となる。σ = τ ∈ Gal(Lf/K) のとき、 σ|W = τ |W であるので
Gal(Lf/K) −→ SW , σ 7−→ σ|W は写像になっている。また、 σ|W = τ |W のとき、AutK(Lf )の元としての
σ, τ は K を動かさないので最小分解体の定義から Lf = K(W )なので W の動かし方で定まるから σ = τ で
ある。したがって制限写像 Gal(Lf/K) −→ SW は単射である。
Lf/K は定義 (12.2) から有限次 Galois なので命題 (12.1) の (1) ⇔ (4) から [Lf : K] = hLf

(Lf ) =

|AutK(Lf )| = |Gal(Lf/K)| である。ここで上述のことから Gal(Lf/K) は SW = Sn に埋め込めるから
|Gal(Lf/K)| = [Lf : K] ≤ |Sn| = n!より示された。

系 12.4. 一般の n次多項式 f ∈ K[X]の最小分解体 Lの拡大次数は n!以下である。

Proof. 命題 (12.3)で f は分離多項式とは限らないので |W | ≤ nであるから |SW | ≤ |Sn|である。埋め込む
ことは同様にできるから Gal(Lf/K)を AutK(L)として |AutK(L)| ≤ |SW | ≤ |Sn| = n!より成立。

命題 12.5. 分離多項式 f ∈ K[X]−K の根の集合 W とその元 x, y ∈W に対して以下は同値。
(1) xと y は K 上共役。
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(2) xと y は同じ Gal(Lf/K)−軌道上に属する。
(3) xと y は f の同じ既約成分の根。
とくに f が既約であるためには W 6= ∅ かつ Gal(Lf/K) が W に推移的に作用することが必要十分であ
る。(群 Gが集合 X に推移的に作用するとは G−軌道 G(x) := {σ(x)|σ ∈ G}とするとき G(x) = X となる
こと)

Proof. Ωを K の代数閉包とする。
(1)⇔ (2)

f が分離的なので Lf/K は有限次 Galois拡大であるから正規なので σ ∈ AutK(Ω), σ(Lf ) = Lf を満たす
から σ|Lf

∈ AutK(Lf ) = Gal(Lf/K)となる。また、 σ ∈ Gal(Lf/K)は系 (7.11)より σ̃ ∈ AutK(Ω)に拡
張できる。これより

xと y がK 上共役⇔ ∃σ ∈ AutK(Ω), x = σ(y)

⇔ y ∈ {σ(x)|σ ∈ Gal(Lf/K)}
⇔ y は xのGal(Lf/K)−軌道に含まれる

となる。
(1)⇔ (3)

命題 (11.3)の (1)⇔ (3)より xと y が K 上共役 ⇔ xと y の K 上の最小多項式は同じなのでその最小多
項式を g ∈ K[X]−K とすれば g は f の既約成分であるので示された。
もし Gal(Lf/K)が W ( 6= ∅)に推移的に作用するとすると、ある f の根 xに対してその Gal(Lf/K)−軌
道は W に一致するので任意の f の根は (2)⇔ (3)から f の同じ既約成分の根になる。したがって f の根は
すべて f の既約成分の根になるから f は既約。f が既約であるとき (2)⇔ (3)からすべての根はある f の根
xと同じ Gal(Lf/K)−軌道上に属するからW ⊂ Gal(Lf/K)−軌道である。また、 xの軌道はすべて f の
根になるから W ⊃ Gal(Lf/K)−軌道よりW = Gal(Lf/K)−軌道となり推移的である。

例 12.6. K : 体、 L := K(T1, . . . , Tn) : n 変数の有理関数体とする。G := Sn として Ti の添字の置換
とする。つまり、 σ ∈ G と f = f(T1, . . . , Tn) ∈ L に対して、σf := f(Tσ(1), . . . , Tσ(n)) と作用させるこ
ととする。このとき、 G の元は Ti を写し、 K の元は動かさないので L の体の自己同型とみなせるので
G ⊂ Aut体(L)となる。
M := LG とおくとこれは T1, . . . , Tn の対称有理式の集合になる。このとき L/M が Galois となって、

G = Gal(L/M)を満たす。とくに [L :M ] = n!となる。

Proof. si := (T1, . . . , Tnの i 次基本対称式) とすると si ∈ L である。つまり、 s1 = T1 + · · · + Tn, s2 =

T1T2 + T1T3 + · · · + Tn−1Tn, · · · , sn = T1 · · ·Tn となっている。M0 := K(s1, . . . , sn)とおくと基本対称式
は文字を置換しても同じままなので M0 は Gで固定される。よって M0 ⊂M である。
ここで T1, . . . , Tn は解と係数の関係からXn− s1Xn−1 + · · ·+(−1)nsn ∈M0[X]の根になる。T1, . . . , Tn
はそれぞれ異なるから命題 (9.2) からこの多項式は分離的である。L はこの多項式の最小分解体なので定義
(12.2)から L/M0は有限次Galois拡大になる。命題 (12.3)から [L :M0] ≤ n!である。また、L/M はArtin

の定理 (2.9) から Galois 拡大で G = Sn = AutM (L) であり、Rem (2.11) から [L : M ] = |AutM (L)| =
|Sn| = n! となる。よって M0 ⊂ M と [L : M0] ≤ n! = [L : M ] より M0 = M となる。以上より M は
T1, . . . , Tn の対称有理式の集合になり、G = Sn = Gal(L/M)で、 [L :M ] = n!となる。
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Fact 12.7. n ≥ 5 ならば n 次交代群 An は非アーベル単純群なので非自明な正規部分群を持たない。命題
(3.4) より可解群となるための可解列に出てくる交換子群は正規部分群であるので An は可解群にならない。
よって An を含む Sn は n ≥ 5で非可解群。任意の n次分離多項式 (∈ Q[X])の Galois群は命題 (12.3)よ
り Sn の部分群に同型である。これより定理 3.8から 5次以上の一般代数方程式は解の公式を持たないこと
がわかる。

12.3 IGP (Inverse Galois Problem)

Galoisの逆問題 (IGP Inverse Galois Problem)とはK :体、G :有限群が与えられたとき、Gal(L/K) ∼= G

となる Galois拡大 L/K は作れるかというもの

Fact 12.8. Hilbertの既約性定理
Xn − s1Xn−1 + · · · + (−1)nsn はほとんどの (有限個の例外を除き) (s1, . . . , sn) ∈ Qn に対し既約でその

Galois群は Sn と同型。

12.4 無限次 Galois拡大
L/K が無限次 (かもしれない)Galois拡大のとき Gal(L/K)は profinite(副有限、射影有限)群 (有限群の
射影極限になっている群)である。つまり、 L′/K,L′′/K(L′ ⊂ L′′)を Lに含まれる任意の有限次 Galois拡
大とし、制限写像 Gal(L′′/K) −→ Gal(L′/K), σ 7−→ σ|L′ による射影極限

Gal(L/K) = lim←−
L′/K

Gal(L′/K) ⊂
∏
L′/K

Gal(L′/K)

で定義される。Gal(L′/K)は離散位相によって位相群になるので Gal(L/K)にはその直積位相が入り、これ
を Krull位相という。

定理 12.9. Galois理論の基本定理の無限次版
L/K :Galois拡大、 G := Gal(L/K)とすると次の一対一対応がある。

{L/K の部分体 } 1:1←→ {Gの閉部分群 }
M 7−→ AutM (L) = Gal(L/M)

LH ←−p H
{L/K の部分体でK 上有限次のもの } 1:1←→ {Gの開部分群 (指数有限の部分群)}

{L/K の部分体でK 上有限次のものでかつK 上 Galoisになるもの } 1:1←→ {Gの開正規部分群 }

他の性質は有限次のとき (2.13)と同じ。

定義 12.10. K :体、 Ksep : K の分離閉包とするとき、命題 (9.21)から K の代数閉包の相対的分離閉包が
Ksepになるから ∀x ∈ Ksepは K上代数的かつ分離的なのでKsep/KはGaloisであり、GK := Gal(Ksep/K)

を K の絶対 Galois群という。絶対 Galois群は適切な位相を導入することで位相群になる。

すると、 L′/K を Ksep/K に含まれる有限次 Galois拡大とするとき GK = lim←−
L′/K

Gal(L′/K)となり、とく
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に ∀L′/K に対し GK
sur−→ Gal(L′/K)があるから ∀L′/K に GK が作用していると考えられる。

逆に GK から K を作ることも考えられる。

定理 12.11. Neukirch − 内田 (−Pop)の定理
K1,K2 :素体上有限生成な体。

GK1
∼= GK2 ⇒ K1

∼= K2

(位相群として同型) (体として同型)

が成り立つ。これの一般化である Grothendieck予想もある。

12.5 有限体の Galois拡大
以下では K :有限体、 char(K) = p > 0で [K : Fp] = f, |K| = pf = q とする。

定義 12.12. 群 Gの冪数とはそれが存在するなら Gの元の位数の最小公倍数のことである。

補題 12.13. 体 F の乗法群 F× の有限部分群は巡回群。

Proof. G を F× の有限部分群、 N を G の冪数とする。このとき正整数 n1|n2| · · · |nr によって G ∼=
Z /n1 Z⊕ · · ·Z /nr Z で N = LCM(n1, . . . , nr) = nr となる。このとき ∀x ∈ G, xN = 1 より G の元
は XN − 1 の根であり、この多項式は F に高々 N 個しか根を持たないので |G| ≤ N となる。そして、
|Z /nr Z | = nr = N より G = Z /nr Zとなるしかなく、したがって Gは巡回群になる。

系 12.14. K が q 元体ならば K× ∼= Z /(q − 1)Zで位数 q − 1の巡回群となる。

Proof. K× は 0を除いた q − 1個の元の有限群なので成立。

系 12.15. 位数 q の有限体 K は同型を除き一意に定まる。これを Fq と書く。

Proof. 有限体 K は素体として Fp と同型な体を含む。Ωを Fp の代数閉包とすると K/Fp が有限次拡大より
代数拡大なので定理 (7.5)から Ωに K を埋め込める。K の元は系 (12.14)より Xq−1 − 1の根と 0ですべて
出しつくされるので K = {x ∈ Ω|xq = x}と書ける。Ωに埋め込めばすべてこの形に書けるので同型を除き
一意に定まる。

系 12.16. 各 n ∈ Z+ に対し Fq の n次拡大は同型を除きただ一つ存在しそれは Fqn である。とくに Fp の
代数閉包 Ωの中では唯一つである。

Proof. Fq の n 次拡大は Fp の qn 次拡大なので系 (12.15) を qn について適用すれば良い。Ω の中では
Fqn = {x ∈ Ω|xqn = x} として書けるので唯一つに定まる。

命題 12.17. Fqn /Fq は Galois拡大であり

Z /nZ −→ Gal(Fqn /Fq)

1 7−→ φq
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で定める準同型写像は同型写像になる。ただし、 φq は

φq : Fqn −→ Fqn

x 7−→ xq

とする。

Proof. Fq の任意の n 次拡大体 L は系 (12.16) より L ∼= Fqn となるので L = Fqn とする。定義から
φq ∈ Aut(Fqn)である。∀x ∈ Fq に対しては Fq = {x ∈ Ω|xq = x}より φq(x) = xq = xなので Fq 上恒等的
だから φq ∈ AutFq

(Fqn)となる。
また、 φq は位数 n になることを示す。つまり、 φiq が i = 1, . . . , n − 1 で φiq 6= Id となり、i = n で

φiq = Idとなればよい。φiq : x 7−→ φiq(x) = xq
i であるからもしこれが恒等であるとすると ∀x ∈ Fqn , x

qi = x

であるので Fqn は系 (12.16)の証明における {x ∈ Ω|xqi = x} = Fqi の部分集合になるから元の個数を考え
れば i = nでそのようになることがわかる。したがって φq は位数 nである。
G := 〈φq〉 ⊂ Aut(Fqn) とする。φq の位数が n より 〈φq〉 ∼= Z /nZ となる。L/LG は Artin の定理 (2.9)

より Galois拡大で [L : LG] = |G| = nとなる。また、 L = Fqn より [L : Fq] = nなので [L : Fq] = [L : LG]

と Fq, L
G ⊂ Lより Fq = LG となるから Fqn /Fq は Galois拡大でその Galois群は Z /nZと同型。

系 12.18. Fq の代数閉包を Fq とすると Fq の絶対 Galois 群 GFq
:= Gal(Fq/Fq) であり、このとき

GFq
∼= Ẑ := lim←−

n

Z /nZとなる。また、 Zl := lim←−
m

Z /lm Zとするとき Ẑは
∏

l:素数 Zl とも書ける。

例 12.19. 形式的冪級数体 K := C((X))の絶対 Galois群は GK
∼= Ẑである。

12.6 円分拡大
定義 12.20. K :体、 n ∈ Z+ とする。
Xn − 1 ∈ K[X]の K 上の最小分解体を K のn分拡大 (n− th cyclotomic extension)といい、ある nに
対する n分拡大を円分拡大 (cyclotomic extension)という。とくに K = Qのとき n分体、円分体という。
p | nのとき、 n = pemかつ p - mとなる e,m ∈ Z+ が存在して、 Xn − 1 = Xpem − 1 = (Xm − 1)p

e と
なるので Xn − 1の最小分解体と Xm − 1の最小分解体は一致するから以降は p - nで考える。
Xn − 1 ∈ K[X]が分離的であるときは定義 (12.2)より有限次 Galois拡大である。

補題 12.21. char(K) = p > 0であるとき Xn − 1 ∈ K[X]について以下は同値。
(1) p - n
(2) Xn − 1は分離的。

Proof. 命題 (9.4)の (1)⇔ (4)より Xn − 1は分離的 ⇔ Xn − 1 /∈ K[Xp]⇔ p - nなので成立。

Rem 12.22. 補題 (12.21)の同値からいま p - mで考えてるので Xn − 1は分離的だから円分拡大は Galois

拡大になる。

定義 12.23. K の元 ζ が 1の n乗根とはある n ∈ Z+ に対して ζn = 1となることである。原始 n乗根とは
ζ の位数が nであることである。つまり原始 n乗根は n乗して初めて 1になる K の元のこと。

補題 12.24. K の代数閉包を Ω とし、それに含まれる 1(∈ K) の n 乗根全体の集合を µn(:= {1 の n 乗
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根 ∈ Ω})とする。このとき µn は K の積で群を成す。これは原始 n乗根をもち、それの冪乗で任意の µn の
元を表せる。

Proof. 結合法則は K より成り立つ。ζi, ζj ∈ µn に対して (ζiζj)
n = ζni ζ

n
j = 1 · 1 = 1より ζi, ζj ∈ µn なの

で積で閉じている。単位元は 1 ∈ K が 1n = 1より存在している。ζiζn−1
i = ζni = 1から ζ−1

i = ζn−1
i から

逆元が存在するので µn は群。
とくにこれは K× の有限部分群なので補題 (12.13)から巡回群になるので生成元 ζ ∈ µn が存在する。これ
は位数 nなので定義 (12.23)から原始 n乗根である。したがって |µn| ≤ nと ζ の位数が nより |µn| = nで
∀x ∈ µn に対して x = ζi となる j ∈ Z, 1 ≤ i ≤ nが存在する。

補題 12.25. 補題 (12.24)の文字を用いて µn
∼= Z /nZが成り立つ。

Proof. ζ は µn の生成元なので ζi := ζi とする。このとき

φ : µn −→ Z /nZ
ζi = ζi 7−→ i

とすると ζi = ζj のとき ζiζn−i = ζjζn−i ⇔ 1 = ζn+j−i ⇔ 1 = ζj−i より j − i ∈ nZから j = i ∈ Z /nZ
なので写像になっている。i = j のとき ζi = ζj より単射で ∀i ∈ Z /nZで 1 ≤ i ≤ nだから ζi ∈ µn を取れ
ばいいから全射。また、 φ(ζiζj) = φ(ζi+j) = i + j, φ(ζi) + φ(ζj) = i + j より群準同型になっているため
µn
∼= Z /nZである。

補題 12.26. 補題 (12.24)の文字を用いて Aut(µn) ∼= (Z /nZ)∗ が成り立つ。

Proof. µn 上で

φ : µn −→ µn

ζ(:= ζ1) 7−→ φ(ζ)

ζi 7−→ φ(ζi) = φ(ζ)i(1 ≤ i ≤ n)

とすると µn の元は ζ の冪で全て表せるので φが一意に定まり、準同型になる。もし φ(ζ)が µn の原始 n乗
根でないとするとある 1 ≤ j ≤ nで φ(ζ)j = 1となる。しかし、 φが準同型より φ(ζj) = 1から ζj = 1と
なりこれは ζ が原始 n乗根であることに矛盾するので φ(ζ)も原始 n乗根である。φ(ζ) ∈ µn より φ(ζ) = ζa

となる a ∈ Z+, 1 ≤ a ≤ n が存在している。a = 1 となると a と n は互いに素であるから a ∈ (Z /nZ)∗

である。a 6= 1 のとき a | m であるとすると ak = n となる k ∈ Z+, 1 ≤ k < n があり a = n/k となる。
φ(ζ)k = (ζn/k)k = ζn = 1 となり、これは φ(ζ) が原始 n 乗根であることに矛盾するから a - m なので
a ∈ (Z /nZ)∗ この aϕ := aを取れば

Aut(µn) −→ (Z /nZ)∗

φ 7−→ aϕ

とできてこの a で φ が一意に定まるから全単射である。φ ◦ ϕ(ζ) = φ(ζaφ) = (ζaφ)aϕ = ζaφ+aϕ と
φ(ζ) = ζaϕ , ϕ(ζ) = ζaφ より準同型になるので Aut(µn) ∼= (Z /nZ)∗ が成立する。

命題 12.27. Kn を K の n分拡大とすると Rem (12.22)から Kn/K は Galoisなので Gn := AutK(Kn) =
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Gal(Kn/K)とする。ζ を原始 n乗根とし、 σ ∈ Gn に対して σ(ζ) = ζaσ となる aσ ∈ Z+ をとる。このとき

χn : Gn −→ (Z /nZ)∗(∼= Aut(µn))

σ 7−→ aσ

は単射群準同型となる。この χn をn次円分指標 (cyclotomic character)といい Galois表現の一種である。

Proof. σ ∈ Gn に対して補題 (12.26) と同様に σ(ζ) = ζaσ で一意に定まるから χn は単射群準同型である。
∀a ∈ (Z /nZ)∗ に対して φ(ζ) = ζa はK を固定するとは限らないので全射にはならない。

定義 12.28. K = Qのとき、その代数閉包を Qとしてその中で考える。

Φn(X) :=
∏

ζ:1 の原始 n 乗根
(X − ζ)

= (ζのQ上の最小多項式)

= (Xn − 1の既約成分でζを根に持つもの)

としてこの Φn(X)を第 n次円分多項式 (cyclotomic polynomial)という。このとき Xn − 1 =
∏

d|n Φd(X)

と deg(Φn = ϕ(n)が成り立つ。ただしここで ϕ(n)は Eulerの関数であって ϕ(n) = |(Z /nZ)∗|を満たす。

定理 12.29. (Gauss)

n次円分多項式 Φn と n次円分指標 χn で次が成り立つ。
(1) Φn は Q[X]において既約。
(2) χn : Gal(Q(µn)/Q) −→ (Z /nZ)∗ は同型でとくに [Q(µn) : Q] = φ(n)(= |(Z /nZ)∗|)となる。

Rem 12.30. Q(µ∞) := Q(1の任意の冪根)を全円分体という。このとき

Gal(Q(µ∞)/Q) ∼= lim←−
n

(Z /nZ)∗ ∼= Ẑ
×

となる。

Rem 12.31. Kronecker-weberの定理
Qの任意のAbel拡大は Q(µ∞)に含まれる。つまり、Q(µ∞)は Qの最大Abel拡大であり Qabとも書く。
K = Q(

√
−m)の場合の最大 Abel拡大は Kroneckerの青春の夢と呼ばれていてそれ以外の場合は Hilbert

の 12th problemとして上がっている。

12.7 Kummer拡大
以下では n ∈ Z+ と K :体とする。ただし K は K の代数閉包におけるある 1の原始 n乗根 ζ を含んでい
るとする。とくに char(K) = p > 0のときは p - nとする。

定義 12.32. 群 Gがnで零化される (annihilated by n)とは ∀g ∈ G, gn = eとなること。

定義 12.33. 拡大 L/K が冪数 (定義 (12.12))が nを割り切る Abel拡大 (abelian of exponent dividing n)

とはこの拡大が Abel 拡大でその Galois 群 Gal(L/K) が n で零化されること。冪数は元の位数の最小公倍
数であったので任意の元は冪数乗すると単位元になるため nで零化されるときその冪数は文字通り nを割り
切っている。
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命題 12.34. a ∈ K× に対して Xn − aの K の代数閉包に入っているある根を x := n
√
aとする。このとき

他の根は xζi (1 ≤ i ≤ n − 1)であり、L = K(x)は Xn − aの最小分解体で L/K が冪数が nを割り切る
Abel拡大となる。このような拡大 L/K を Kummer拡大という。

Proof. 仮定より ζ ∈ K なので Xn − aのすべての根は L = K(x)に含まれるので Xn − aの最小分解体に
なっている。Xn − aのすべての根は xζi で書かれるので重根を持たないから Xn − aは分離多項式である。
したがって定義 (12.2)より L/K は有限次 Galois拡大である。
冪数が nを割り切ることを示す。∀σ ∈ G := Gal(L/K)をとる。σ は準同型であることと σ|K = idK であ
り、a ∈ K× から σ(x)n = σ(xn) = σ(a) = aとなる。したがって σ(x)も Xn − aの根だから σ(x) = xζi と
なる整数 1 ≤ i ≤ nが存在する。よって合成写像 σn を考えると ζ ∈ K より ζi ∈ K だから

σn(x) = σn−1 ◦ σ(x)
= σn−1(xζi)

= σn−1(x)σ̇n−1(ζi)

= ζiσn−1(x)

...

= (ζi)nx = x

なので σn(x) = xである。σ|K = idK だから σn|K = idK なので σn = idL より定義 (12.32) から Gは n

で零化される。
G が Abel であることを示す。σ, σ′ ∈ G をとる。上記と同様に σ(x) = xζi, σ′(x) = xζj となる i, j が存
在する。K 上ではともに恒等写像だから σσ′|K = σ′σ|K である。また、 σσ′(x) = σ(xζj) = σ(x)σ(ζj) =

xζiζj = xζi+j と σ′σ(x) = σ′(xζi) = σ′(x)σ′(ζi) = xζjζi = xζj+i = xζi+j より σσ′(x) = σ′σ(x) より
σσ′ = σ′σ なので Abelである。

命題 12.35. 命題 (12.34)の記号を用いる。µn := {1の n乗根 ∈ K}としたとき

χa : G −→ µn

σ 7−→ ζi

は単射群準同型である。ただし σ(x) = ζixを満たしている。よって補題 (12.25)から Gは µn
∼= Z /nZの

部分群に同型である。

Proof. σ = τ のとき写像として同じなので σ(x) = xζi = τ(x)より χaは写像になっている。χa(σ) = 1 = ζ0

のとき σ(x) = x1̇ = xより σ = idK なので χa は単射。σ, τ ∈ Gについて σ(x) = xζi, τ(x) = xζj とする
と ζ ∈ K から στ(x) = σ(xζj) = σ(x)σ(ζj) = xζiζj = xζi+j より χa(στ) = ζi+j と χa(σ)χn(τ) = ζiζj =

ζi+j より χa は単射準同型。

系 12.36. aが K× で nの任意の約数 dにおいて d乗元でないとする。つまり剰余体 K×/(K×)n において
aの像の位数が nであるとする。このとき χa : G −→ µn は同型になる。

Proof. 命題 (12.35)より χa は単射準同型なのである µn の部分群と同型である。Im(χa) ⊂ µn で µn の部分
群は Lagrangeの定理から nのある約数mを位数で持つから χa

∼= µmとなる。f :=
∏

γ∈µm
(X−γx) ∈ L[X]

に任意の σ ∈ G を作用させると σf =
∏

γ∈µm
(X − σ(γx)) となって γ ∈ K より σ(x) = γ′x, γ′ ∈ µm
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に対して σ(γx) = σ(γ)σ(x) = γγ′x となる。そして µm は有限群だから γ が全体を動くとき γγ′ も全体
を動くので σf = f となる。任意の G の元で固定されるから L/K が Galois より f ∈ K[X] である。ま
た、 (γx)m = γmxm = xm より γx は xm の m 乗根である。また、ある原始 m 乗根の冪も µm に含まれ
るので |µm| = m から deg(f) = m だから Xm − xm の K の代数閉包での根はすべて γx で書けるから
f = Xm − xm となる。f ∈ K[X] より xm ∈ K× である。am = (xn)m = (xm)n ∈ (K×)n だから a の
(K×)/(K×)n への像の位数が nであることより n ≤ mを満たす。m|nより m ≤ nでもあるから n = mよ
り µm = µn である。したがって G ∼= µm = µn より χa は同型写像。

定理 12.37. Hilberts Satz 90

L/K が n 次巡回拡大のとき Gal(L/K) の生成元を σ とすると NL/K(a) = 1 となる a ∈ L について
a = σ(b)/bとなる b ∈ Lが存在する。

定理 12.38. K の n次巡回拡大 Lはある a ∈ (K× ∩ (L×)n)/(K×)n により L = K( n
√
a)と書ける。

Proof. L/K は n次巡回拡大なので G := Gal(L/K)としたとき Gは位数 nの巡回群だから χ : G −→ µn

が同型となる χが存在する。Gの生成元を σ とすると χ(σ) ∈ µn ⊂ K だから例 (10.2)より NL/K(χ(σ)) =

(χ(σ))n = 1なので Hilberts Satz 90 (12.37)より χ(σ) = σ(θ)/θ となる θ ∈ L× が存在する。(χ(σ))n = 1

より σ(θ)n/θn = 1 なので σ(θn) = θn より θn は G の生成元で固定されるため、G の任意の元で固定さ
れるから L/K が Galois より θn ∈ K× となるから a := θn とおく。θ ∈ L× より a = θn ∈ (L×)n でも
あるから a ∈ K× ∩ (L×)n である。a は任意の θn の n 乗根をとっていいからそれをまとめて書くために
a ∈ K× ∩ (L×)n/(K×)n として aを取り直す。
f ∈ K[X] を θ の最小多項式とする。このとき χ(σ) ∈ µn から χ(σ) = ζj とおくと 1 ≤ i ≤ n で

σi(θ) = σi−1(ζjθ) = · · · = (ζj)iθ となる。(σi(θ))n = (ζi+jθ)n = θn = aより σi(θ)も Xn − a ∈ K[X]の
根である。σi ∈ Gより f(σi(θ)) = σi(f(θ)) = 0だから σi(θ)は θ と同じ最小多項式を持つ。したがって θ

を根にもつ Xn − a は ζi+jθ の n 根をもち、これ以上次数が下がらないので f = Xn − a である。そして
θ ∈ Lと ζ ∈ K なので ζi+jθ ∈ Lだから f は L[X]で一次の積に分解されてその根はすべて異なるから分離
的である。[K(θ) : K] = deg(f) = n = [L : K]で K(θ) ⊂ Lより L = K(θ) = K( n

√
a)なので示された。

Fact 12.39. より一般に L/K を K の冪数が nを割り切る最大 Abel拡大とすると
Gal(L/K)×K×/(K×)n −→ µn

(σ, a) 7−→ σ( n
√
a)

n
√
a

は双線形で一意に定まる。これより Gal(L/K) ∼= Hom(K×/(K×)n, µn)も従う。

12.8 Artin-Schreier拡大
以下では char(K) = p > 0とする。 (⇔ K ⊃ Fp)

命題 12.40. K の代数閉包 Ω上で以下のように対応を定める。
P : Ω −→ Ω

x 7−→ xp − x

するとこれは Ωの加法群の準同型になり、とくに P|K は K の加法群の準同型になる。その核は Fp である。
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Proof. x = y のとき明らかに xp − x = yp − y より P は写像。P(x + y) = (x + y)p − (x + y) =

xp + yp − x − y = (xp − x) + (yp − y) = P(x) + P(y) より加法群の準同型。また、 Fp ⊂ K ⊂ Ω で系
(12.15)から Ωのなかで Fp = {x ∈ Ω|xp = x}と書けるからP(x) = 0⇔ xp − x = 0⇔ xp = x⇔ x ∈ Fp

より ker(P) = Fp となる。Fp ⊂ K なので ker(P|K) = Fp にもなる。

補題 12.41. a ∈ K に対して f := Xp − x− a ∈ K[X]とおいてそのある根を x ∈ Ωとおく。このとき f が
K 上で可約であることと a ∈P(K)は必要十分である。

Proof. a ∈ P(K) ⇔ ∃α ∈ K,αp − α = a = xp − xから char(K) = p > 0より (x − α)p = x − αなので
Fp = {x ∈ Ω|xp = x} から x − α ∈ Fp ⊂ K である。α ∈ K より (x − α) + α = x ∈ K となる。また、
x ∈ K のとき xp − x− a = 0⇔ a = xp − xより a ∈P(K)となる。したがって a ∈P(K)⇔ x ∈ K が成
り立つので f が K 上可約 ⇔ x ∈ K を示せば良い。
g(X) ∈ K[X] を x の K 上の最小多項式とすると f(x) = 0 と deg(g) の最小生から g(X)|f(X) である。

f(X) = Xp −X − aはその形から f(X) = f(X + 1)なので f(X) = f(X + 1) = · · · = f(X + i) = · · · =
f(X + (p − 1)), i ∈ Fp となっている。f が p 次であることと ∀i ∈ Fp に対して 0 = f(x) = f(x + i) より
x+ iも f の根になっているから f の根はすべて x+ iの形で書ける。
ここで g(X) = g(X + 1)のとき同様に g(X) = g(X + 1) = · · · = g(X + i) = · · · = g(X + (p− 1))であ
る。g(X)は xを根に持っていたから 0 = g(x) = g(x + i)より x + iも g(X)の根になるので少なくとも p

個の相異なる根を持っていて g|f から deg(g) ≤ pなので deg(g) = pとなり、g(X) =
∏p−1

i=0 (X − (x+ i))と
書ける。f の根もすべて x+ iであるから g = f となる。したがって g が最小多項式なので f は既約。対偶
をとって f が可約 ⇒ g(X) 6= g(X + 1)が言えた。
g(X) 6= g(X + 1) のときある k ∈ Fp で g(X) = g(X + k) となったとする。このとき 0 ≤ l ≤ p − 1

で g(X) = g(X + k) = g(X + 2k) = · · · = g(X + lk) = · · · = g(X + (p − 1)k) となる。lk は l によっ
てそれぞれ異なり、それが p 個あるのである l で g(X + 1) = g(X + lk) となるものが存在する。これは
g(X) 6= g(X+1)(= g(X+ lk))に矛盾するので g(X), g(X+1), . . . , g(X+(p−1))は相異なる。g(X)|f(X)

から任意の i ∈ Fp で g(X + i)|f(X + i) = f(X)となるから∏p−1
i=0 g(X + i)|f(X)となり、 g(X + i)がそれ

ぞれ異なるから f(X)は可約。したがって g(X) 6= g(X + 1)⇒ f が可約が言えた。
とくにこのとき deg(f) = p なので f =

∏p−1
i=0 g(X + i) で g(X) は x の K 上の最小多項式であっ

たから deg(g(X + i)) ≤ 1 だから g(X + i) は一次式であり、g(X) = X − x ∈ K[X] となる。よって
f =

∏p−1
i=0 (X−(x+ i))と K 上で一次式の積に分解できて x ∈ K となる。したがって g(X) 6= g(X+1)⇒ f

が可約 ⇒ f =
∏p−1

i=0 (X − (x+ i))と分解できる ⇒ x ∈ K が言えた。
x ∈ K のとき x + i ∈ K だから f は K 上で f =

∏p−1
i=0 (X − (x + i)) と分解できて x の最小多項式

g ∈ K[X]は g(X) = X−xとなるから g(X) 6= g(X+1)である。したがって逆も言えて f が可約⇔ x ∈ K
となるので x ∈ K ⇔ a ∈P(K)より示された。

命題 12.42. ある a ∈ K に対して P(x) = aとなる x ∈ Ωをとる。このとき L := K(x)とすると L/K は
冪数が nを割り切る Abel拡大であり、G := Gal(L/K)とおいたとき加法群としての Fp に対して

χa : G −→ Fp

σ 7−→ σ(x)− x

という単射群準同型が存在する。とくに a ∈ K −P(K) = K − Im(P)を取ったときは χa は全射になり、
L/K は p次巡回拡大になる。このような拡大 L/K を Artin-Shreier拡大という。
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Proof. P(x) = aとなる xはP(x) = xp−x = aより f := Xp−X−a ∈ K[X]の根になっている。ここで
x+ i, i ∈ Fpは Fp = {x ∈ Ω|xp = x}と char(K) = p > 0なので (x+ i)p−(x+ i)−a = xp+ ip−x− i−a =

xp − x− a = 0より f の根になる。1 ≤ i ≤ pだから f の根はこれで全てなので Fp ⊂ K より Lは f の最小
分解体であり、全て根が異なるから分離多項式なので L/K は p次 Galois拡大となる。
f(σ(x)) = (σ(x))p − σ(x) − a = σ(xp − x − a) = 0 だから σ(x) も f の根であるのである iσ ∈ Fp で

σ(x) = x+ iσ となるから σ(x)−x = iσ ∈ Fpとなる。したがって χaの終域は確かに Fpになる。σ = τ ∈ G
のとき σ(x)−x = τ(x)−xより χaは写像になっている。また、χa(σ) = 0のとき σ(x)−x = 0⇔ σ(x) = x

より σ = idL より χa は単射。χa(σ ◦ τ) = σ ◦ τ(x)− x = σ(x+ iτ )− x = (x+ iσ) + iτ − x = iσ + iτ であ
り、χa(σ) + χa(τ) = (σ(x)− x) + (τ(x)− x) = iσ + iτ より χa(σ ◦ τ) = χa(σ) + χa(τ)だから χa は群準
同型になる。

∀σ ∈ Gに対して char(K) = p > 0から σp(x) = σp−1(x+ i) = σp−1(x)+σp−1(i) = σp−1(x)+ i = · · · =
x + pi = x より σp(x) = x となる。したがって σn = idL より p で零化される。σ ◦ τ(x) = σ(x + iτ ) =

x+ iσ + iτ と τ ◦ σ(x) = τ(x+ iσ) = x+ iτ + iσ で iσ + iτ = iτ + iσ より σ ◦ τ = τ ◦ σ なので Gは可換だ
から L/K は冪数が pを割り切る Abel拡大。pが素数より冪数が 1か pだから Gは単位元のみの位数 1の
群になるか位数 pの元を持つ巡回群になるかである。
a ∈ K −P(K)を取ったとき補題 (12.41)の否定から f = Xp −X − aは既約で f は xの最小多項式であ
る。L/K は Galoisより |G| = [L : K] = deg(f) = p = |Fp |である。χa が単射なので |G| = |Fp |より全射
になるから χa は同型になる。Fp は加法群として巡回群なので L/K は p次の巡回拡大になる。

定理 12.43. Fp を含む体 K の p次巡回拡大はすべて命題 (12.42)のようにして作られる。

Fact 12.44. Fp を含む体 K について p - nとなる n次巡回拡大は定理 (12.38)のようにして、p次巡回拡
大は定理 (12.43)のようにして作られる。pの冪次については K の加法群の代わりにWitt ベクトルの群を
考える Artin-Shreier-Witt理論を用いて作られる。
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13 Galois理論の基本定理の別の定式化
K :体、 Ksep : K の分離閉包、 A :etale K − alg に対して S (A) := HomK−alg(A,K

sep)とおく。この
とき K の絶対 Galois群 GK := Gal(Ksep/K)は S (A)に以下のように作用する。

GK ×S (A) −→ S (A)

(σ, f) 7−→ σf

ただし σf は

σf : A −→ Ksep

x 7−→ (σf)(x) := σ(f(x))

である。GK は定義 (12.10)から位相群であり、この位相についてこの作用は連続になり、これは各 f ∈ S (A)

の固定化群が開であることと同値になっている。
A = K[X]/(f)のとき f のある根 αi に対して αi = X + (f)とすることで S (A)の写像が一つ定まるの
で S (A) ∼= {f の根 }が成り立ち、S (A)を多項式の根のように見ることができる。
逆に S を GK が連続に作用する有限集合 (GK −集合)とすると A (S) := MapG(S,K

sep) := {f : S −→
Ksep|f(σ(x)) = σ(f(x)), ∀σ ∈ GK} とおいたとき A (S)は K − alg でさらに有限次 etaleでもある。
以上のことから以下の定理が成り立つ。

定理 13.1. 次の反圏同値がある。

(etaleK − alg の圏) ∼= (有限 GK −集合の圏)

A 7−→ S (A)

A (S) ←−p S
K − alg hom : A1 → A2 ←→ GK −集合の射 : S1 ← S2

単射 hom : A1 ↪→ A2 ←→全射 : S1 ↞ S2

全射 hom : A1 ↠ A2 ←→単射 : S1 ←↩ S2

A : 体←→ S は一つの orbitからなる
A : K の Galois拡大←→ StabS := S の固定化群が GKで正規

A : K の Galois拡大のとき A/K の中間体←→全射 : (一点) ↞ S の中間集合
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14 Galois cohomology

14.1 群の cohomology

定義 14.1. G :群、 M :加法 (Abel)群で Gは M に加群としての作用をしているとする。ここで以下のよ
うに Gn から M への写像全体の集合を Cn(n ∈ Z≥0)として定める。

Cn = Cn(G,M) := {f : Gn −→M} = Map(Gn,M)

ただし G0 = {e} と考えることで C0 := M と定める。この Cn の各元を nコチェイン (cochain)という。
Cn 上へは f, g ∈ Cn に対して (f + g)(x) := f(x) + g(x)と演算を定めることで Cn は加法群となる。

定義 14.2. Cn から Cn+1 への以下のように定まる写像 ∂ を考える。

∂ = ∂n : Cn −→ Cn+1

f 7−→ ∂f

ここで ∂f : Gn+1 −→M は Gが M へ作用していることに注意して

∂f(g1, . . . , gn+1) = g1f(g2, . . . , gn+1)

+

n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn)

と定める。このときこの ∂(= ∂n) : Cn(G,M) −→ Cn+1(G,M) は加法群の準同型になり、これを
n次のコバウンダリー (双対境界)作用素 (coboundary operator)とよぶ。

命題 14.3. コバウンダリー作用素 ∂ に対して ∂n+1 ◦ ∂n = 0が成り立つ。

Proof. 4 ≤ nでまず考える。
(∂n+1 ◦ ∂n)(f)(g1, . . . , gn+2) = ∂n+1(∂nf)(g1, . . . , gn+2)なので f ′ := ∂nf として ∂n+1f ′(g1, . . . , gn+2)

は

∂n+1f ′(g1, . . . , gn+2) = g1f
′(g2, . . . , gn+2)

+

n+1∑
i=1

(−1)if ′(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f ′(g1, . . . , gn+1)

である。f ′(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+2) = ∂nf(g1, . . . gigi+1, . . . , gn+2)を iの値によって計算する。
・ i = 1のとき

∂nf(g1g2, . . . , gn+2) = g1g2f(g3, . . . , gn+2)

+ (−1)1f((g1g2)g3, g4, . . . , gn+2)

+

n+1∑
k=3

(−1)k−1f(g1g2, g3, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g1g2, g3, . . . , gn)
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・ i = 2のとき

∂nf(g1, g2g3, g4, . . . , gn+2) = g1f(g2g3, g4, . . . , gn+2)

+ (−1)1f(g1(g2g3), g4, . . . , gn+2)

+ (−1)2f(g1, (g2g3)g4, g5, . . . , gn+2)

+

n+1∑
k=4

(−1)k−1f(g1, g2g3, g4, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g1, g2g3, g4, . . . , gn+1)

・ 3 ≤ i ≤ n− 1のとき

∂nf(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+2) = g1f(g2, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+

i−2∑
k=1

(−1)kf(g1, . . . , gkgk+1, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)i−1f(g1, . . . , gi−2, gi−1(gigi+1), gi+2, . . . , gn+2)

+ (−1)if(g1, . . . , gi−1, (gigi+1)gi+2, gi+3, . . . , gn+2)

+

n+1∑
k=i+2

(−1)k−1f(g1, . . . , gigi+1, . . . , gkgk+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)

・ i = nのとき

∂nf(g1, . . . , gngn+1, gn+2) = g1f(g2, . . . , gngn+1, gn+2)

+

n−2∑
k=1

(−1)kf(g1, . . . , gkgk+1, . . . , gngn+1, gn+2)

+ (−1)n−1f(g1, . . . , gn−1(gngn+1), gn+2)

+ (−1)nf(g1, . . . , gn−1, (gngn+1)gn+2)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn−1, gngn+1)

・ i = n+ 1のとき

∂nf(g1, . . . , gn+1gn+2) = g1f(g2, . . . , gn+1gn+2)

+

n−1∑
k=1

(−1)kf(g1, . . . , gkgk+1, . . . , gn, gn+1gn+2)

+ (−1)nf(g1, . . . , gn−1, gn(gn+1gn+2))

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn)

となる。
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また、 g1f
′(g2, . . . , gn+2)と (−1)n+2f ′(g1, . . . , gn+1)は以下のようになる。

g1∂
nf(g2, . . . , gn+2) = g1(g2f(g3, . . . , gn+2)

+

n+1∑
i=2

(−1)i−1f(g2, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g2, . . . , gn+1))

(−1)n+2∂nf(g1, . . . , gn+1) = (−1)n+2(g1f(g2, . . . , gn+1)

+

n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn))
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これを ∂n+1(∂nf)(g1, . . . , gn+2)の式に代入すると
∂n+1(∂nf)(g1, . . . , gn+2 = {g1g2f(g3, . . . , gn+2)

+

n+1∑
i=2

(−1)i−1g1f(g2, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1g1f(g2, . . . , gn+1)}
+ (−1)1{g1g2f(g3, . . . , gn+2)

+ (−1)1f((g1g2)g3, g4, . . . , gn+2)

+

n+1∑
k=3

(−1)k−1f(g1g2, g3, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g1g2, g3, . . . , gn)}
+ (−1)2{g1f(g2g3, g4, . . . , gn+2)

+ (−1)1f(g1(g2g3), g4, . . . , gn+2)

+ (−1)2f(g1, (g2g3)g4, g5, . . . , gn+2)

+

n+1∑
k=4

(−1)k−1f(g1, g2g3, g4, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g1, g2g3, g4, . . . , gn+1)}

+

n−1∑
i=3

(−1)i{g1f(g2, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+

i−2∑
k=1

(−1)kf(g1, . . . , gkgk+1, . . . , gigi+1, . . . , gn+2)

+ (−1)i−1f(g1, . . . , gi−2, gi−1(gigi+1), gi+2, . . . , gn+2)

+ (−1)if(g1, . . . , gi−1, (gigi+1)gi+2, gi+3, . . . , gn+2)

+

n+1∑
k=i+2

(−1)k−1f(g1, . . . , gigi+1, . . . , gkgk+1, . . . , gn+2)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)}
+ {g1f(g2, . . . , gngn+1, gn+2)

+

n−2∑
k=1

(−1)kf(g1, . . . , gkgk+1, . . . , gngn+1, gn+2)

+ (−1)n−1f(g1, . . . , gn−1(gngn+1), gn+2)

+ (−1)nf(g1, . . . , gn−1, (gngn+1)gn+2)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn−1, gngn+1)}
+ {g1f(g2, . . . , gn+1gn+2)

+

n−1∑
k=1

(−1)kf(g1, . . . , gkgk+1, . . . , gn, gn+1gn+2)

+ (−1)nf(g1, . . . , gn−1, gn(gn+1gn+2))

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn)}
+ {(−1)n+2(g1f(g2, . . . , gn+1)

+

n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn))}
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定義 14.4. 以下のように n ∈ Z≥0 に対して定める Zn をn-th (次) コサイクル (双対輪体)といい、Bn を
n-th (次) コバウンダリー (境界輪体)という。

Zn = Zn(G,M) := ker(∂n)

Bn = Bn(G,M) := Im(∂n−1)

ただし B0 := 0とする。このとき命題 (14.3)から ∂n ◦ ∂n−1 = 0なので ∂n(Im(∂n−1)) = 0より Bn ⊂ Zn

が成り立っている。よって剰余群 Zn/Bn が定義できて

Hn = Hn(G,M) := Zn(G,M)/Bn(G,M)

を Gの M 係数のn-th (次) コホモロジー群 (cohomology)という。

例 14.5. n = 0 のときのコホモロジー群を考える。Z0 = ker(∂0) であり、定義から ∂0 : C0(= M) −→
C1, x 7−→ ∂0x と、∂0x(g) = gx − x なので Z0 = {gx − x = 0 ⇔ gx = x|x ∈ M, ∀g ∈ G} となる。gx は
M の元への G の作用でありそれがどんな g ∈ G でも x になるからM の中で G によって固定されるので
Z0 =MG である。B0 := 0だったのでコホモロジー群 H0 は H0 = Z0/B0 =MG である。

例 14.6. n = 1 のときのコホモロジー群を考える。Z1 = ker(∂1) で ∂1 : C1 −→ C2, f 7−→ ∂1f と
なって ∂1f(g1, g2) = g1f(g2) − f(g1g2) + f(g1) となるから Z1 = {f ∈ C1|g1f(g2) − f(g1g2) + f(g1) =

0 ⇔ f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1),
∀g1, g2 ∈ G} となる。B1 = Im(∂0) = {∂0x|x ∈ M,∂0x(g) = gx − x}

となっている。いま作用が G × M −→ M, (g, x) 7−→ gx = x として自明なものであるときを考える
と Z1 = {f ∈ C1|f(g1g2) = f(g1) + f(g2),

∀g1, g2 ∈ G} でこれは G から M への群準同型なので
Z1 = Hom群(G,M)となる。B1 = {∂0x|x ∈M,∂0x(g) = gx− x = x− x = 0} = 0となるから n = 1のと
きのコホモロジー群 H1 は H1 = Hom群(G,M)となる。

命題 14.7. G加群 M1,M2,M3 に対して、 Cn
i := Cn(G,Mi), Z

n
i := Zn(G,Mi), B

n
i := Bn(G,Mi),H

n
i :=

Hn(G,Mi)と書くことにする。また、 n次コバウンダリー作用素 ∂n : Cn
i −→ Cn+1

i を ∂ni と書くことにす
る。ここで以下のような行が完全列になっていてそれぞれ写像が可換な図を考える。

0 Cn−1
1 Cn−1

2 Cn−1
3 0

0 Cn
1 Cn

2 Cn
3 0

0 Cn+1
1 Cn+1

2 Cn+1
3 0

fn−1
01 fn−1

12 fn−1
23 fn−1

30

fn
01 fn

12 fn
23 fn

30

fn+1
01 fn+1

12 fn+1
23 fn+1

30

∂n−1
1 ∂n−1

2 ∂n−1
3

∂n
1 ∂n

2 ∂n
3

∂n+1
1 ∂n+1

2 ∂n+1
3
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完全列であることから f i12 は単射で f i23 は全射である。このとき

∂∗ : Hn
3 −→ Hn+1

1

z = z +Bn
3 7−→ x = x+Bn+1

1 := ∂∗(z)

で定まる準同型写像が存在することを示す。

Proof. (1) ∼ (4)に分けて示す。ただし、より一般の完全列に対して (1) ∼ (3)は蛇の補題から ∂∗ : ker(∂n3 ) =

Zn
3 −→ Coker(∂n+1

1 ) = Cn+1
1 /Bn+1

1 が境界準同型写像の存在性から示される。(1)では終域が Cn+1
1 よりさ

らに Zn+1
1 に狭まることを、(4)ではとくに Hn

3 −→ Hn+1
1 で定義できるようになることがさらに示される。

(1) 以下のような対応 ∂∗1 が存在すること

∂∗1 : Zn
3 −→ Zn+1

1

z −→ x

証明では以下のように元を取っていく。

x := (fn+1
12 )−1 ◦ ∂n2 (y) ∂n2 (y)

y := (fn23)
−1(z) z

0

0

∂n
3

fn
23

∂n
2

fn+1
23fn+1

12

∂n+1
1

z ∈ Zn
3 = ker(∂n) ⊂ Cn

3 をとる。このとき fn23 は全射なので fn23(y) = z となる y ∈ Cn
2 が少なくとも１

つ存在する。このうちの一つを y としてとると y = (fn23)
−1(z) である。ここで図式が可換より ∂n3 ◦ fn23 =

fn+1
23 ◦∂n2 なので z ∈ ker(∂n3 )だから ∂n3 ◦fn23(y) = ∂n3 (z) = 0なので fn+1

23 ◦∂n2 (y) = 0より ∂n2 (y) ∈ ker(fn+1
23 )

である。完全列であることから ker(fn+1
23 ) = Im(fn+1

12 )と fn+1
12 は単射だからあるただ一つの x ∈ Cn+1

1 が存
在して fn+1

12 (x) = ∂n2 (y)となるからこの xにより ∂∗(z) := x = (fn+1
12 )−1 ◦ ∂n2 ◦ (fn23)−1(z)として定めると

y = (fn23)
−1(z)が一つに定まらないことより対応 ∂∗1 : Zn

3 −→ Cn+1
1 が作られる。

ここで ∂n+1
1 (x) = ∂n+1

1 ((fn+1
12 )−1 ◦∂n2 (y))である。図式が可換であることと f i12 が単射だから (fn+1

12 )−1 ◦
∂n2 = ∂n1 ◦ (fn12)−1 より ∂n+1 ◦ ∂n = 0 に注意すれば ∂n+1

1 (x) = ∂n+1
1 ((fn+1

12 )−1 ◦ ∂n2 (y)) = ∂n+1
1 (∂n1 ◦

(fn12)
−1(y)) = (∂n+1

1 ◦ ∂n1 ) ◦ (fn12)−1(y) = 0 となるから x ∈ ker(∂n+1
1 ) = Zn+1

1 となる。したがって対応 ∂∗1

の終域は Zn+1
1 となるので上記のような対応が作られる。

(2) 対応 ∂∗1 から以下のような写像 ∂∗2 が作られること

∂∗2 : Zn
3 −→ Hn+1

1 (:= Zn+1
1 /Bn+1

1 )

z −→ ∂∗1 (z) = x = x+Bn+1
1

いま ∂∗1 によって z = z′ ∈ Zn
3 に対し、ある y = (fn23)

−1(z), y′ = (fn23)
−1(z′)は y 6= y′ になる可能性がある。

その y, y′に対しては ∂n2 が写像で fn12が単射よりただ一つの x = (fn+1
12 )−1◦∂n2 (y), x′ = (fn+1

12 )−1◦∂n2 (y′)が
存在する。このとき x−x′ ∈ Bn+1

1 であれば x = x′となるから ∂∗2 が写像になる。したがって x−x′ ∈ Bn+1
1

を示せばいい。
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以下のような可換性を用いる。

x− x′

w := (fn12)
−1(y)− (fn12)

−1(y′)

∂n2 (y)− ∂n2 (y′)

y − y′

∂n
2∂n

1

fn+1
12

fn
12

x − x′ = (fn+1
12 )−1 ◦ ∂n2 (y) − (fn+1

12 )−1 ◦ ∂n2 (y′) である。f i12 が単射で図式が可換より (fn+1
12 )−1 ◦ ∂n2 =

∂n1 ◦(fn12)−1となる。よって ∂n1 が準同型だから x−x′ = ∂n1 ◦(fn12)−1(y)−∂n1 ◦(fn12)−1(y′) = ∂n1 ((f
n
12)

−1(y)−
(fn12)

−1(y′))となる。ここで w := (fn12)
−1(y) − (fn12)

−1(y′) ∈ Cn
1 より x − x′ = ∂n1 (w) ∈ Im(∂n1 ) = Bn+1

1

より示された。
とくに、以上のことから ∂∗2 は y = (fn23)

−1(z)のとり方によらないので以下ではある一つを任意に取るこ
ととする。
(3) 写像 ∂∗2 が準同型になること
∂∗2 (z) = x, ∂∗2 (z

′) = x′, x = (fn+1
12 )−1 ◦ ∂n2 (y), x′ = (fn+1

12 )−1 ◦ ∂n2 (y′)とする。ここで fn23 が準同型より
fn23(y+y

′) = fn23(y)+f
n
23(y

′) = z+z′だから y+y′ = (fn23)
−1(z+z′)となる。また、fn+1

12 , ∂n2 が準同型より
fn+1
12 (x+x′) = fn+1

12 (x)+fn+1
12 (x′) = ∂n2 (y)+∂

n
2 (y

′) = ∂n2 (y+y
′)なので x+x′ = (fn+1

12 )−1 ◦∂n2 (y+y′)と
できる。以上より ∂∗2 (z+z

′) = x+ x′ = x+x′+Bn+1
1 = (x+Bn+1

1 )+(x′+Bn+1
1 ) = x+x′ = ∂∗2 (z)+∂

∗
2 (z

′)

となるから ∂∗2 は準同型になる。
(4) 準同型写像 ∂∗2 から以下のような準同型写像 ∂∗ が誘導されること。

∂∗ : Hn
3 −→ Hn+1

1

z = z +Bn
3 7−→ ∂∗2 (z) = x = x+Bn+1

1

以下のような可換性を用いる。

x

y = ∂n−1
2 (u) = (fn23)

−1 ◦ ∂n−1
3 (w)

u = (fn−1
23 )−1(w) w

∂n−1
3 (w)

0 = ∂n ◦ ∂n−1(u)

∂n−1
3

fn−1
23

∂n−1
2

fn
23

∂n
2

fn+1
12

∂∗2 はすでに準同型写像なので ∂∗(z) = ∂∗2 (z + Bn
3 )より ∂∗2 (B

n
3 ) = 0となれば ∂∗(z) = ∂∗2 (z) = xとでき

て準同型写像が誘導される。したがって ∂∗2 (B
n
3 ) = 0を示す。

Bn
3 = Im(∂n−1

3 ) より Bn
3 の元は任意の w ∈ Cn−1

3 を用いて ∂n−1
3 (w) で書かれる。∂n ◦ ∂n−1 = 0 より

Bn
3 Im(∂n−1

3 ) ⊂ ker(∂n3 ) = Zn
3 なので ∂∗2 の定義域に即している。この ∂n−1

3 (w) に対して今までと同様に
y = (fn23)

−1(∂n−1
3 (w))と x = (fn+1

12 )−1 ◦ ∂n2 (y)が取れる。ここで fn−1
23 が全射なので fn−1

23 (u) = w となる
u ∈ Cn−1

2 が存在する。図式が可換より ∂n−1
3 ◦fn−1

23 (u) = fn23◦∂n−1
2 (u)であるので ∂n−1

3 (w) = fn23◦∂n−1
2 (u)
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から ∂n−1
2 (u) = (fn23)

−1 ◦ ∂n−1
3 (w) = y となる。これより ∂n2 ◦ ∂n−1

2 = 0 に注意すれば ∂∗2 (∂
n−1
3 (w)) =

(fn+1
12 )−1 ◦ ∂n2 (y) = (fn+1

12 )−1 ◦ (∂n2 ◦ ∂n−1
2 )(u) = 0 となるので ∂n−1

3 (w) ∈ ker(∂∗2 )より ∂∗2 (B
n
3 ) = 0から適

切に ∂∗ が誘導される。
以上より準同型写像 ∂∗ : Hn

3 −→ Hn+1
1 , z 7−→ xが存在することが示された。

Fact 14.8. G加群 Mi(1 ≤ i ≤ 3)に対して以下の加群の完全列が存在するとする。

0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0

このとき以下のような無限の長さの完全列が存在する。

0 −→ H0(G,M1) −→ H0(G,M2) −→ H0(G,M3)

−→ H1(G,M1) −→ H1(G,M2) −→ H1(G,M3)

−→ H2(G,M1) −→ · · ·

14.2 Galois cohomology

定義 14.9. Aを群 Gが作用する Abelとは限らない群とする。このとき例 (14.5)より 0次のコホモロジー
群を H0(G,A) := AG としても矛盾しないのでそのように定義する。
また、 α ∈ C1(G,A)を

α : G −→ A

g 7−→ αg

と定めると、 Aの演算を非可換性を表すため積で書くことにすると

∂1(α)(g, h) = gαh · α−1
gh · αg

α ∈ Z1 = ker(∂1)⇔ ∀g, h ∈ G, gαh · α−1
gh · αg = 1

⇔ α−1
gh · αg = (gαh)

−1

⇔ αg(gαh) = αgh

となるから例 (14.6)より 1次のコサイクルは Z1 = {α ∈ C1|∀g, h ∈ G,αgh = αg · gαh} となるのでそのよ
うに定義する。

定義 14.10. 群 Gとそれが作用する非可換群 Aの 1次コサイクル Z1 について α, β ∈ Z1 がcohomologous

(α ∼ β)とは
∃a ∈ A s.t. ∀g ∈ G , βg = a−1 · αg · ga

となることであり、これは同値関係になる。Gが恒等的な作用をするのであれば ga = aよりこれは αg と βg

が共役な関係になってることと同じになる。つまり共役から gaの分だけねじれているともみれる。

Proof. 同値関係になることをしめす。
まず、 ∀g ∈ Gと ∀a ∈ Aについて (ga)−1 = ga−1, g(1) = 1が成り立つことを示す。定義から Gが Aに
加群のように作用するので g(1) = g(1 · 1) = g(1) · g(1)から g(1) = g(1) · g(1)−1 = 1より成立。これを用い
れば 1 = g(1) = g(a · a−1) = ga · ga−1 ⇔ (ga)−1 = ga−1 より成立。
・反射律
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a = 1 ∈ Aとしてとれば αg = 1 · αg · 1 = 1−1 · αg · g(1) が任意の g ∈ Gで成り立つので α ∼ αより反射
律が成り立つ。
・対称律
α ∼ β のときある a ∈ Aで βg = a−1 ·αg · gaとなっているので逆元をそれぞれかけて αg = a · βg · (ga)−1

となっていて上で述べたことより b := a−1 ∈ Aを取る時 (ga)−1 = ga−1 = gbから αg = b−1 · βg · gbとなる
ので β ∼ αより対称律がなりたつ。
・推移律
α ∼ β, β ∼ γ となっているとするときある a, b ∈ Aで βg = a−1 · αg · gaと γg = b−1 · βg · gbとなってい
る。βg に代入すると γg = b−1 · (a−1 · αg · ga) · gb = (b−1a−1) · αg · (ga · gb) = (ab)−1 · αg · g(ab) となり
ab ∈ Aなので α ∼ γ から推移律が成り立つ。

定義 14.11. Galois cohomologyとは有限次 Galois拡大 L/K があるとき G := Gal(L/K)としてこれが作
用する群 M についてのコホモロジー群 Hn(G,M)のことである。とくに M として L,Ln, GLn(L)等を考
える。ただし GLn(L)は L成分の n次正則行列全体の積による群であり、一般に Lに作用する群を Gとし
たとき σ ∈ Gは X = (xij) ∈Mn(L) := (n次正方行列全体の集合)に対して σ(X) := (σ(xij))と定める。

命題 14.12. 体 Lと有限群 G ⊂ Aut(L)について以下が成り立つ。
(1) ∀n ∈ Z≥1 について Hn(G,L) = 0となる。
(2) ∀n ∈ Z≥1 についてH1(G,GLn(L)) = 1となる。とくに H1(G,L×) = 1となる。これは一つの成分だ
けの正則行列が GL1(L) = L× となることからすぐ導かれる。

Proof. (2)

一般に定義 (14.4)から B1 ⊂ Z1 だから Z1 ⊂ B1 を示せば B1 = Z1 から H1 = Z1/B1 = 1が示される。
まず、 0次コバウンダリー作用素 ∂0 に対して B1 = Im(∂0) = {∂0X|X ∈ GLn(L)}となっていて例 (14.6)

の B1 から ∂0X は GLn(L)での演算は積であることに注意すれば

∂0X : G −→ GLn(L)

g 7−→ ∂0X(g) = gX ·X−1

となっている。したがって ∀α ∈ Z1 に対して ∀g ∈ G,αg = ∂0X(g) = gX ·X−1 となる X ∈ GLn(L)が存
在すればよい。いま、ある X ∈ GLn(L)について

b :=
∑
h∈G

αh · h(X)

と定義すると b ∈ GLn(L) である。h ∈ G ⊂ Aut(L) より Dedekind の補題 (2.4) から M を L とみれば
その対偶を取ることで αh ∈ GLn(L) はより任意の h ∈ G で αh 6= 0 となるからある xij ∈ L が存在して∑

h∈G αh · hxij 6= 0 となる。
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