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概要
Adic 空間論についてのゼミを行っているので、発表したところを随時 PDF 化していく。大筋は Adic

空間についての原論文である [Hu93]と [Hu94]に沿っているつもりである。これらに記載のない命題など
については可能な限り出典を記載した。証明については [Mor]や [Wed]なども一部参考にしている。
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1 Huber ring

1.1 Huber ringの定義
記法 1.1. Aを環、B,C を Aの部分集合とするとき、B · C によって、B と C の元の一つづつの積の有限和
からなる集合を表す。すなわち、

B · C :=

{
n∑

i=1

bici

∣∣∣∣∣ n ∈ Z+, bi ∈ B, ci ∈ C

}
(1.1)

である。
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定義 1.2 (非アルキメデス的位相環). 位相環 Aが非アルキメデス的 (non-Archimedean)であるとは、Aの
加法部分群からなる 0 ∈ Aの基本近傍系が存在することである。

注意 1.3. 位相環 Aの開であるような加法部分群 B は閉でもあることがわかる。実際、加法群としての分割
を考えると A = ti∈I(ai + B) をなる。平行移動であることから ai + B も A で開集合になる。とくにある
i0 ∈ I で ai0 = 0となるように取れるから、B = A \

⊔
i ̸=i0

(ai +B)であり、右辺は開集合の和集合なのでそ
の補集合である B は Aで閉集合になる。

定義 1.4 (有界・冪有界・位相的冪零元・adic). Aを位相環とする。

1. A の部分集合 B が有界 (bounded) であるとは、0 ∈ A の任意の開近傍 U に対して、ある開近傍
0 ∈ V ⊂ Aが存在して、任意の b ∈ B と任意の v ∈ V の積 bv が U に含まれることである。

2. Aの元 aが冪有界 (power-bounded)であるとは、Aの部分集合 {an | n ∈ Z+}が有界であることで
ある。

3. Aの元 aが位相的冪零元 (topologically nilpotent) であるとは、Aの点列 (an)
∞
n=1 が 0 ∈ Aへの収

束列になることである。
4. Aが adicであるとは、ある Aのイデアル I が存在して、{In | n ∈ Z+}が 0 ∈ Aの基本近傍系を
為すことである。このイデアルのことを Aの定義イデアル (ideal of definition)と呼ぶ。

注意 1.5. 位相環 Aが非アルキメデス的であるとする。このとき B ⊂ Aが有界であることは、和で閉じてい
るものからなる基本近傍系が取れることから、0 ∈ Aの任意の開近傍 U に対してある開近傍 0 ∈ V ⊂ Aが存
在して、B · V ⊂ U となることと同値である。

記法 1.6. 位相環 Aの冪有界元全体を A◦ と表し、位相的冪零元全体を A◦◦ と表すこととする。

定義 1.7 (Huber ring・Tate ring). Aを位相環とする。

1. A が Huber ring あるいは f-adic ring であるとは、ある部分集合 U と有限集合 T ⊂ U であって、
{Un | n ∈ Z+} が 0 ∈ A の基本近傍系を為し、T · U = U2 ⊂ U を満たすものが存在することで
ある。

2. 位相的冪零な単元のことを pseudo-uniformizerと呼ぶ。Aが Tateであるとは、Aが Huber ringで
あり、pserudo-uniformizerを持つことである。

[Hu93]では f-adic ringと名付けており、[SW]では Huber ringと名付けている。以下では Huber ringと
呼ぶこととする。ちなみに、[Ran]には f-adic ringの fは命題 1.9にあるように、以下で定義される定義イデ
アルというものが有限生成で取れることに依ると述べられている。

定義 1.8 (定義環・定義イデアル). Aを位相環とし、その部分環 A0 について、A0 が Aの定義環 (ring of

definition) であるとは、A0 が A で開であり、その相対位相によって A0 が adic ring となることである。
Aの定義イデアル (ideal of definition)とは、ある定義環の定義イデアル (定義 1.4)のことである。
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定義環と定義イデアルについて次の性質が成り立っている。

命題 1.9. Aを Huber ringとし、A0 をその部分環とする。

1. Aは定義環を持つ。
2. A0 が Aの定義環⇐⇒ A0 が Aで開かつ有界。
3. Aのすべての定義環は有限生成な定義イデアルを持つ。

証明. Aが Huber ringより取ることのできる部分集合 U とその有限部分集合 T を一つ固定する。
(1) W を U によって加法的に生成される A の部分加法群とする。このとき A0 := Z · 1 + W とすると

A0 は U2 ⊂ U より W 2 ⊂ W から A の部分環になり、U ⊂ A0 であるから A の中で開である。さらに、
T ⊂ U ⊂ A0 より T で生成されるイデアル I := TA0 を考える。このイデアルによって A0 が adicになるこ
とを示す。まず T · U = U2 ⊂ U より、U2 = T · U ⊂ TA0 = I から I は開である。T ⊂ U から T 2 ⊂ T · U
と T ·W ⊂ U2 から

I2 = T 2A0 = T 2 + T 2 ·W ⊂ T · U + T · U2 ⊂ T · U = U2 (1.2)

であるので {Un | n ∈ Z+}が基本近傍系になっていることから、{In | n ∈ Z+}も A0 の基本近傍系になる。
故に A0 は adicな開部分環になるから Aの定義環になる。
(2) (⇒) A0 が定義環のとき、まず定義から A0 は開であり、基本近傍系 {In | n ∈ Z+} について

In ·A0 = In より A0 は有界。
(⇐) 任意の正整数 n について T (n) := {t1 . . . tn | t1, . . . , tn ∈ T} とする。A0 が開なので、ある

k ∈ Z+ が存在して Uk ⊂ A0 である。T ⊂ U より T k ⊂ Uk ⊂ A0 から T (k) ⊂ A0 である。T が有
限集合だから T (k) も有限集合なのでとくに有限生成イデアル I := T (k)A0 ⊂ A0 を取ることができる。
{In | n ∈ Z+}が A0 の基本近傍系になることを示す。U l ⊂ A0 となる l ∈ Z+ が取れるから T · U = U2 よ
り In = (T (k)A0)

n = T (nk)A0 ⊃ T (nk)U l = U l+nk となるので任意の正整数 n について In は開になる。
任意の 0 ∈ Aの開近傍 V について A0 が有界よりとくに、ある正整数mで Um ·A0 ⊂ V となる。T ⊂ U か
ら、Im = T (mk)A0 ⊂ Umk · A0 ⊂ Um · A0 ⊂ V より {In | n ∈ Z+}は基本近傍系を為す。ゆえに A0 はこ
の有限生成イデアル I を定義イデアルとする adicな開部分環になるので Aの定義環になる。
(3) A0 が定義環なら (2)を経由して有限生成イデアルを取り直せる。

以上を踏まえて、[SW]や [Hu94]など多くの文献では Huber ringを以下の同値な条件で定義している。

命題 1.10. 位相環 Aについて Huber ringであることと有限生成イデアルを定義イデアルとする定義環を
持つことは同値。

証明. まず命題 1.9から Huber ringは有限生成イデアルを定義イデアルとする定義環を持つ。逆に有限生成
イデアル I を定義イデアルとする定義環 A0 が取れるとき、U := I とし、その有限部分集合 T ⊂ U を I の有
限個からなる生成系として取ればよい。

この同値条件は扱いやすいが、定義イデアルを取るときに定義環という枠組みが必要になっている。そこ
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で、定義イデアルをイデアルとしてではなく、非単位的有限生成環だと思うことで定義環という枠組みは必要
なくなる。実際、命題 1.9の証明のように Z · 1 +W のようなものを考えてしまえば非単位的有限生成環から
それを定義イデアルとして持つような定義環は構成できる。それ故、最低限必要な条件を考えると最初の定
義 1.7の方に妥当性があると考えることもできる。
以下では命題 1.9 と命題 1.10 の同値性をとくに言及せずに用いる。次のような Huber ring の例がある。
とくに adic ringではない Huber ringはたしかに存在する。

例 1.11. 1. 有限生成イデアルによって定まっている adic ringは Huber ringである。
2. 環 Aとその有限生成イデアル I について、A[X]に

Un := {
m∑

k=0

akX
k ∈ A[X] | ak ∈ In+k,m ∈ Z+} (1.3)

を 0 ∈ Aの基本近傍系とする位相を入れる。このとき、A[X]は Huber ringになるが、任意の正整数
mで Im 6= Im+1 ならば adic ringではない。

3. (k, |·|) を非自明な非アルキメデス的付値体とする。(例えば Qp など) (A, ‖·‖) をノルム付き k 代数と
し、Aにこのノルムからなる位相を入れると Aは Tate ringになる。

4. 環 B とその元 sについて、局所化 ϕ : B → Bs をとり、Bs に {ϕ(snB) | n ∈ Z+}を 0 ∈ Bs の基本近
傍系とする位相を入れれば、Bs は s ∈ Bs を pseudo-uniformizerとする Tate ringになる。

証明. (2) I = (f1, . . . , fr) としたとき U := U1 は A[X] で開であり、T := {f1, . . . , fr} とすると T ⊂ U1

より T · U ⊂ U2 である。逆の包含を示す。任意の U の元 f(X) =
∑m

k=0 akX
k と g(X) =

∑m′

k=0 bkX
k

についてその積 f(X)g(X) =
∑m+m′

k=0 (
∑k

i=0 aibk−i)X
k について、ai ∈ Ii+1 かつ bk−i ∈ Ik−i+1 より

aibk−i ∈ Ik+2 より ∑k
i=0 aibk−i ∈ Ik+2 = T · Ik+1 となる。ゆえに f(X)g(X) ∈ T · U1 = T · U より

T U̇ = U2 となる。また、このことよりとくに U2 ⊂ U2 ⊂ U1 = U より {Un | n ∈ Z+}も A[X]の基本近傍
系になるので A[X]は Huber ringになる。
一方、任意の正整数 m について Im 6= Im+1 のとき A[X] が adic にならないことを示す。もしイデアル

J ⊂ A[X] で adic になったとすると任意の正整数 k について Un ⊂ Jk ⊂ Um となる正整数 n ≥ m が存在
する。In 6= In+1 と In+1 ⊂ In よりある α ∈ In \ In+1 が取れる。Un ⊂ Jk から α ∈ Jk であり、Jk がイ
デアルだからとくに任意の 0以上の整数 iについて αXi ∈ Jk ⊂ Um である。ゆえにこの任意の iについて
α ∈ Im+i となる。しかし、十分大きい i を取ると α ∈ Im+i ⊂ In+1 となり、α ∈ In \ In+1 に矛盾する。
よって A[X]は adicではない。
(3) A0 := {a ∈ A | ‖a‖ ≤ 1}とし、非自明なノルムであることからある r ∈ k で 0 < |r| < 1となるもの
が取れる。このとき {rnA0 | n ∈ Z+}が基本近傍系を為し、U := A0 かつ

{
T :=
r

}とすれば Aは Huber ring

になり、pseudo-uniformizerとして r ∈ Aが取れる。

1.2 Huber ringの性質
Huber ringにおいて十分多くの定義環が存在する。

命題 1.12. Aを Huber ringとする。
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1. A0 と A1 を Aの定義環とするとき A0 ∩A1 と A0 ·A1 も定義環になる。
2. Aの有界な部分環 B と Aの開部分環 C であって B ⊂ C となるものについてある Aの定義環 A0

で B ⊂ A0 ⊂ C となるものが存在する。
3. Aの冪有界元全体 A◦ は Aの部分環で Aの定義環すべての和集合と一致する。
4. Aの任意の開部分環 A′ について、それに含まれる Aの定義環 A0 が存在する。

証明. (1) A0 と A1 は開かつ有界よりその共通部分 A0 ∩A1 は開であり、有界な集合の部分集合は有界なの
で A0 ∩A1 は有界でもあるから A0 ∩A1 は定義環になる。
A0 ·A1について A0 ⊂ A0 ·A1より開である。有界であることを示す。とくに十分小さい 0 ∈ Aの開近傍 U

を取って和で閉じているとして良い。A0 が有界より十分小さくとって、ある 0 ∈ Aの開近傍 V0 であって和で
閉じていて V0 ·A0 ⊂ U となるものが取れる。この V0 について A1 が有界より、ある 0 ∈ Aの開近傍 V1 が存
在して V1 ·A1 ⊂ V0 となる。ここで A0 ·A1 の元

∑
xiyi(xi ∈ A0, yi ∈ A1)について、yi · V1 ⊂ A1 · V1 ⊂ V0

と xi · V0 ⊂ A0 · V0 ⊂ U より

(
∑

xiyi) · V1 ⊂
∑

(xiyi · V1) ⊂
∑

(xi · V0) ⊂
∑

U ⊂ U (1.4)

より (A0 ·A1) · V1 ⊂ U なので A0 ·A1 は有界だから A0 ·A1 は定義環になる。
(2) C について、C0 := A0 ∩ C とすると、A0 と C は Aで開なので C0 は Aで開である。さらに A0 が

Aで有界で C ⊂ A0 よりとくに C も Aで有界であるから C0 も Aの定義環になる。とくに C0 ⊂ C で C の
定義環にもなるのでこれによって C も Huber ringになる。ゆえに B ⊂ C と有界性から (1)の証明を用いて
B · C0 も C で有界かつ B ⊂ B · C0 から C で開になる。これによって B · C0 は C の定義環になって B を含
む。C が Aで開であることと合わせて B · C0 は Aで開かつ有界であり、B ⊂ B · C0 ⊂ C より、A0 として
この B · C0 と取ればよい。
(3) A◦ が定義環の和集合になっていることを示す。まず、A の定義環は有界よりその任意の元は冪有界
になるから定義環の和集合は A◦ に含まれる。A の定義環 A0 を一つ固定する。任意の A◦ の元 x について
{xn | n ∈ Z+}が有界であることから (1)の証明と同様にして {xn | n ∈ Z+} ·A0 = A0[x]は有界であり、A0

を含むので開集合でもあるから Aの定義環になる。ゆえに定義環の和集合の中に A0[x]が含まれるのでとく
に xも含まれるので互いの包含関係が示された。
A◦ が部分環であることは、任意の A◦ の元 xと y についてある定義環 A0 と A1 で x ∈ A0 と y ∈ A1 とな
るものが存在し、(1)から x+ y ∈ A0 ·A1 ⊂ A◦ かつ xy ∈ A0 ·A1 ⊂ A◦ なので A◦ は部分環になる。
(4) Aはある定義環 B を持つ。このとき B ∩A′ は B に含まれている部分環で B の有界性から B ∩A′ も
有界な部分環。A′ は開だったので (2)を B ∩A′ ⊂ A′ に適用すれば良い。

命題 1.9から次が従う。

系 1.13. Aを位相環とする。

1. Aが adic ringのとき、Aが Huber ring⇐⇒ Aが有限生成定義イデアルを持つ。
2. Aが Huber ringのとき、Aが adic ring⇐⇒ Aが有界になる。
3. B を Aの開部分環とするとき、Aが Huber ring。⇐⇒ B が Huber ring。
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Huber ring Aについて、A◦ は有界とは限らない。A◦ = ∪A0 であり、これは有界集合 A0 の和集合が必ず
しも有界ではないという形になっている。すなわち、0 ∈ Aを原点と見るとき、A0 の中では距離が有限であ
るが、ちょうど A◦ を境界その外側に距離無限大の地点が存在している。これを踏まえて特に次の Huber ring

のクラスを定義する。

定義 1.14 (一様). Aを Huber ringとするとき、Aが一様 (uniform)であるとは、A◦ が有界であることで
ある。A◦ が定義環になることと言ってもよい。

後に定める整元環 A+ によって、空間の点として取る付値に制限をつけるが、これは A◦ とは異なる距離無
限大との境界として A+ を取ることに対応している。
冪有界元と位相的冪零元の集合に関する性質を見る。

命題 1.15. Aを Huber ringとする。A◦ で冪有界元全体を、A◦◦ で位相的冪零元全体を表す。(記法 1.6)

このとき以下が成り立つ。

1. A◦ は Aの中で開かつ整閉である。
2. A◦◦ は A◦ の根基イデアルになる。
3. Aが完備であるとき、A× は Aの開集合になる。

証明. (1) A の定義環は開集合であり、命題 1.12(3) から A◦ が定義環を含むことから A◦ は開集合にな
る。A◦ が整閉になることを示す。A◦ 上整な x ∈ A を取る。ある a0, . . . , an−1 ∈ A◦ が存在して xn +

an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0となる。命題 1.12から各 ai についてそれを含むある定義環が取れ、有限個

からなるその和集合も定義環になる。その定義環を A0 とおく。すると x ∈ A は A0 上整になっているから
A0[x] = A+ Ax+ · · · + Axn−1 ⊂ Aと書ける。すると A[x]は有界集合になっている。実際、任意の 0 ∈ A

の開近傍 U について A0 は有界だから、ある 0 ∈ Aの開近傍 V が存在して A · V ⊂ U となる。V が和で閉じ
ているとしてよいのでそのようにする。各 x, . . . , xn−1 に対して一点集合が有界だから、ある 0 ∈ Aの開近傍
V1, . . . , Vn−1 が存在して xiVi ⊂ V となる。よってW := V1 ∩ · · · ∩ Vn−1 という 0 ∈ Aの開近傍W を取ると

(A0[x]) ·W ⊂ (A0x) · V1 + · · ·+ (A0x
n−1) · Vn−1 ⊂ A0 · V + · · ·+A0 · V ⊂ U + · · ·+ U ⊂ U (1.5)

より A0[x]は有界である。よって A0[x]も Aの定義環だから A0[x] ⊂ A◦ となるのでとくに {xn | n ∈ Z+} ⊂
A0[x]から xは Aで冪有界になるので x ∈ A◦ より A◦ は Aにおいて整閉である。
(2) A◦◦ ⊂ A◦ を示す。Aのある定義環の定義イデアルを I とする。任意の a ∈ A◦◦ について任意の正整
数mについてある正整数 N が存在して n ≥ N で an ∈ Im となる。また、有限集合 {a, a2, . . . ,　 aN−1

}は
有界集合より、ある正整数m′ が存在して k = 1, . . . , N − 1で akIm

′ ⊂ Im となる。すると n ≥ N の an に
ついて anIm

′ ⊂ ImIm
′ ⊂ Im から {an | n ∈ Z+}Im′ ⊂ Im より aは冪有界なので A◦◦ ⊂ A◦ となる。A◦◦

が和で閉じていることを示す。a, a′ ∈ A◦◦ を取る。任意の 0 ∈ Aの開近傍 U についてある正整数 N が存在
して任意の n ≥ N で an, (a′)n ∈ U となる。とくに U が和で閉じているとして良い。展開式を考えると任意
の n ≥ 2N で (a+ a′)n ∈ U となる。したがって a+ a′ ∈ A◦◦ なので和で閉じている。また、任意の b ∈ A◦

について ab ∈ A◦◦ であることを示す。bが冪有界より、ある 0 ∈ Aの開近傍 V が存在して任意の正整数 nで
bnV ⊂ U となる。V について、ある正整数 N が存在して任意の n ≥ N で an ∈ V となる。よって任意の
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n ≥ N で (ab)n = anbn ∈ bnV ⊂ U より ab ∈ A◦◦ となるから A◦◦ は A◦ のイデアルになる。
根基イデアルであることを示す。a ∈ A◦ が am ∈ A◦◦ となったとする。任意の 0 ∈ Aの開近傍 U を取ると
有限集合 {a, . . . , am−1

}についてある 0 ∈ Aの開近傍 V が存在して k = 1, . . . ,m − 1で akV ⊂ U となる。
この V についてある正整数 N が存在して n ≥ N で (am)n ∈ V となる。すると、任意の n ≥ mN について
n = mk + r となる整数 N ≤ k と 0 ≥ r ≥ m− 1が存在する。k ≥ N より

an = amk+r = (am)kar ∈ arV ⊂ U (1.6)

から aは位相的冪零元になるので A◦◦ は A◦ の根基イデアルになる。
(3) まず、任意の a ∈ A◦◦ について、Neumann級数∑∞

n=0 a
n が Aで収束することを示す。Aの定義イデ

アル I を一つ固定する。an → 0(n→∞)だったから、任意の正整数 k について十分大きい正整数 N によっ
て aN ∈ Ik となる。すると、Ik は A◦ のイデアルであるので、(2)で示したとおり A◦◦ ⊂ A◦ だから任意の
n ≥ N について an ∈ Ik となる。ゆえに n > m ≥ N ならば (

∑n
i=0 a

i)− (
∑m

i=0 a
i) = an+ · · ·+am+1 ∈ Ik

となるので (
∑n

i=0 a
i)∞n=0 は Aのコーシー列だから Aの完備性より∑∞

n=0 a
n は Aで収束する。とくに、演

算の連続性と合わせて (1 − a)
∑∞

n=0 a
n = 1 ∈ Aだから 1− a ∈ A× となる。ゆえに、A◦◦ が Aで開集合で

あることと合わせて、1 ∈ Aの開近傍 1 +A◦◦ は A× に含まれる。ここで、任意の a ∈ A× について、A上で
aを掛ける写像は同相写像であることより、a(1 + A◦◦) = a+ aA◦◦ は aの開近傍になっている。a ∈ A× と
1 + A◦◦ ⊂ A× と合わせて、a+ aA◦◦ ⊂ A× なので、任意の Aの可逆元 aについて、A× に含まれる開近傍
a+ aA◦◦ が取れるので、A× は Aの開集合になる。

とくに Tate ringのときは次のようにわかりやすい形になる。

命題 1.16. Aを Tate ringとし、B を Aの定義環とするとき次が成り立つ。

1. B は Aのある pseudo-uniformizerを持つ。
2. s ∈ B を Aの pseudo-uniformizerとすると A = Bs であり、sB が B の定義イデアルになる。

証明. (1) t ∈ A を pseudo-uniformizer とするとき、B が 0 ∈ A の開近傍より、tn → 0 より十分大きい
k ∈ Z+ によって tk ∈ B となる。tk も pseudo-uniformizerよりこれを取れば良い。
(2) 任意の a ∈ Aについて sn → 0より sna→ 0であるから B が 0 ∈ Aの開近傍より十分大きい k ∈ Z+

で ska ∈ B になるので a ∈ Bs から s ∈ A× と合わせて A = Bs となる。
また、任意の正整数 nについて sn ∈ A×より A→ A; a 7→ sna は同相であるから、Bが Aで開なので snB

は開である。また、B の定義イデアル I が 0 ∈ Aの開近傍より sn → 0より十分大きい k ∈ Z+ で sk ∈ I と
なるものが取れる。よって snB ⊂ I より B の I から定まる位相は sB によって定まる位相と一致するので B

は sB を定義イデアルとして持つ。

1.3 Huber ringの完備化
以下、完備 (化)と言ったら Hausdorff完備 (化)のことを指すこととする。
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定義 1.17 (完備化). Aを Huber ringとし、定義環 A0 とその定義イデアルを I を取る。このとき Aの完
備化 (completion)とは lim←−A/In のことであり、それを Âと表す。ここで In ⊂ Aは A0 のイデアルとし
ての冪であり、剰余環とその逆極限は加法群として考えて取っている。とくにこれは定義環とその定義イ
デアルのとり方によらないことが、定義イデアルが基本近傍系を為していることからわかる。

補題 1.18. Aを Huber ringとし、B を Aの定義環とし、その定義イデアルを I とする。Âと B̂ を Aと
B の完備化とする。とくに完備化の左完全性から B̂ ⊂ Âとみなせる。このとき次が成り立つ。

1. Âは Huber ringであり、B̂ は Âの定義環であり、IB̂ = Î は B̂ の定義環になる。
2. 次の図式

Â A

B̂ B

は可換で (環の圏において)押し出しになっている。である。とくに Â ∼= B̂ ⊗B Aが成り立つ。

証明. (1) B が adic より I 進位相の一般論より B̂ は IB̂ = Î を定義イデアルとする adic ring になる (補
題 3.26)。さらに、Aも {In | n ∈ Z+}による完備化だから Âは {În | n ∈ Zn}を基本近傍系に持つ。ゆえに
B̂ は開かつ Î を定義イデアルに持つ adic ringより Âはこれを定義環と定義イデアルとして持つ Huber ring

になる。
(2) 次の図式

Â

B̂ ⊗B A A

B̂ B

j

f

i

gl

k

ι

を考える。とくに i, ι, k, l はすべて単射であるので Â の部分環と考えることができる。ここで、B̂ ⊗B A

にある位相を入れることで、j : B̂ ⊗B A → Â が位相環としての同型射になることを示す。そのために逆
射 h : Â → B̂ ⊗B A を構成する。まず、とくに B̂ が Â の部分加法群であるので注意 1.3 と同様に分割
Â = ti∈I(âi + B̂) を考えることができる。ここで B̂ が開集合であり、Âにおいて Aが稠密なので各 âi + B̂

についてある ai ∈ A ∩ (âi + B̂)が取れるから、これらですべて取り替えて A = ti∈I(ai + B̂)とできる。し
たがって、とくに Â = A + B̂ と書ける。ゆえに任意の Â の元 â についてある a ∈ A と b̂ ∈ B̂ によって
â = a+ b̂と書ける。ここで hを

h : Â −→ B̂ ⊗B A

â = a+ b̂ 7−→ h(â) := f(a) + g(̂b)(= 1⊗ a+ b̂⊗ 1)

と定める。hが j の逆の位相環の準同型になっていることを示す。
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h が写像であることを示す。a, a′ ∈ A と b̂, b̂′ ∈ B によって â = a + b̂ = a′ + b̂′ となったとする。
A 3 a − a′ = b̂′ − b̂ ∈ B̂ である。ここで、Â の部分環とみなすことで A ∩ B̂ = B が成り立つ。実際、B̂

は Â における B の閉包に等しく、相対位相を持つので位相空間論の一般論 ([MSE1]) を A ∩ B ⊂ A ⊂ Â

に適用することで A ∩ B̂ = A ∩ B
Â
= A ∩B

A となる。B は A の開部分環だったので注意 1.3 と合わせて
A ∩B

A
= B

A
= B となるので A ∩ B̂ = B が成り立つ。これを用いて、a− a′ = b̂′ − b̂ ∈ A ∩ B̂ = B とな

るから、図式の可換性より f(a − a′) = f(ι(a − a′)) = g(k(a − a′)) = g(k(b̂′ − b̂)) = g(b̂′ − b̂) である。し
たがって、f(a′) + g(b̂′) = f(a′ − a) + f(a) + g(b̂′) = g(b̂′ − b̂) + f(a) + g(̂b) = f(a) + g(̂b)より、h(â)は
â = a+ b̂の表示のとり方によらないで定まるので hは写像になる。
表示によらないことと定義から hについて (a)加法的、(b)f = h|A、(c)g = h|B̂ (d)h(1) = 1 が成り立つ。

hが環準同型であることを示すためには、積を保つことを示せば良い。任意の â = Âについて Âで Aが稠密
より、あるAの点列 (an)が存在して an → âとなるものが取れる。上述の (b)より f(an) = h(an) ∈ B̂⊗BA

である。ここで、B̂ ⊗B A が f : A → B̂ ⊗B A と h : Â → B̂ ⊗B A が連続とするような完備位相環の構造
を持つことが示されれば十分である。実際、(an) が収束列だったので f と h の連続性から B̂ ⊗B A 内の点
列 (f(an)) = (h(an)) はとくにコーシー列になる。さらに B̂ ⊗B A の完備性からこの点列は収束するので
h(â) = limn→∞ h(an) = limn→∞ f(an)となる。よって、Âの元 â = limn→∞ an と â′ = limn→∞ a′n につい
て、̂aâ′ = limn→∞ ana

′
nとなることから、B̂⊗BAが位相環、とくに積の連続性から limと積を交換でき、f は

もともと環準同型なので h(ââ′) = limn→∞ h(ana
′
n) = limn→∞ f(ana

′
n) = limn→∞ f(an) limn→∞ f(a′n) =

h(â)h(â′)となるので hが積を保つことがわかる。
そのような構造が B̂ ⊗B Aに入ることを示す。まず、上の図式で j ◦ g = l は単射なので g : B̂ → B̂ ⊗B A

も単射になる。B̂ ⊗B Aの位相を g : B̂ → B̂ ⊗B Aが開埋め込みになる位相を入れる。g が連続になり、(c)

より hも B̂ において連続だから、とくに 0 ∈ B̂ ⊂ Âで連続である。よって (b)から f も 0 ∈ A ⊂ Âで連続
である。f はもともと環準同型であり、hは (a)から加法的なので 0での連続性からそれぞれの定義域全体で
連続になる。
また、B̂ の完備性から g(B̂)も完備になるので B̂ ⊗B Aも完備になる。実際、B̂ ⊗B Aのコーシー列 (xn)

を取ると、g(B̂)が開集合として埋め込まれていたから、あるN ∈ Z+ が存在して、任意のN 以上の整数 nと
mについて xn − xm ∈ g(B̂)となる。とくに任意の n ≥ N について xn − xN ∈ g(B̂)より、ある b̂n ∈ B̂ に
よって xn = xN + g(̂bn)となる。任意の 0の開近傍 U ⊂ B̂ について gが開埋め込みより g(U)は 0 ∈ b̂⊗B A

の開近傍だから N 以上のM ∈ Z+ が存在して、M 以上の整数 nとmについて xn − xm ∈ g(U) となる。N

以上なので、xn − xm = (xN + g(̂bn))− (xN + g(̂bm)) = g(̂bn)− g(̂bm) ∈ g(U)であり、gは単射だったから
b̂n − b̂m ∈ U となるので、(̂bn) も B̂ のコーシー列になる。B̂ の完備性から (̂bn) は、ある b̂ ∈ B̂ に収束する。
十分大きい nにおいて xn − (xN + g(̂b)) = g(̂bn)− g(̂b) ∈ g(U)であるので、g が開埋め込みより g(U)の形
のもので 0 ∈ B̂ ⊗B Aの開近傍は全てだから、xn → xN + g(̂b)となるから、B̂ ⊗B Aは完備である。
B̂ ⊗B A がこの位相で位相環になることを示す。B̂ が位相群だから、B̂ ⊗B A はすでに位相群になって
いるので、積の連続性を示せば良い。まず、b̂ ⊗ a ∈ B̂ ⊗B A と任意の 0 の開近傍 U ⊂ B̂ ⊗B A について
(̂b ⊗ a) · V ⊂ U となる 0 の開近傍 V ⊂ B̂ ⊗B A が存在することを示す。g−1(U) が B̂ で開なので、ある
B̂ の開イデアル S が存在して S ⊂ g−1(U) ⊂ B̂ となる。B̂ は Â で開集合だったので S は Â においても開
である。上で示した A ∩ B̂ = B より S ∩ A ⊂ B̂ ∩ A = B ⊂ A となり、S ∩ A は A で開かつ B に含まれ
る。ここで、{a} ⊂ Aは有界であるから Aの開集合 S ∩ Aに対して、ある 0の開近傍 T ⊂ B が存在して、
a · T ⊂ S ∩A ⊂ B ⊂ Aとなっている。B において T が開なので、T · B̂ は B̂ において開になっているから、
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その g による像 g(T · B̂)は B̂ ⊗B Aにおける開集合になる。V := g(T · B̂)として、これが求める開集合であ
ることを示す。すなわち、(̂b⊗ a) · V ⊂ U を示す。T ⊂ B より g(T ) = g(k(T )) = f(ι(T )) = f(T )に注意す
ると、V = g(T · B̂) = g(T ) · g(B̂) = f(T ) · g(B̂)である。任意の t ∈ T について、f(t) = 1⊗ t ∈ B̂ ⊗B A

より (̂b ⊗ a) · f(t) = b̂ ⊗ at となる。まず、at ∈ a · T ⊂ B だったので B 上のテンソルを取っていること
から b̂ ⊗ at = at(̂b ⊗ 1) = b̂at ⊗ 1 = (̂b ⊗ 1) · (at ⊗ 1) となる。さらに at ∈ S ∩ A ⊂ S ⊂ g−1(U) から
at ⊗ 1 = g(at) ⊂ g(S) ⊂ U となるので (̂b ⊗ a) · f(t) = (at ⊗ 1) · (̂b ⊗ 1) ⊂ g(S) · g(B̂) となる。ゆえに記
法 1.1の定義と S が B̂ のイデアルであることに注意すると (̂b⊗ a) · V = (̂b⊗ a) · f(T ) · g(B̂) = {b̂⊗ at | t ∈
T} · g(B̂) ⊂ g(S) · g(B̂) = g(S) ⊂ U となる。よって、この V が求める条件を満たすことが示された。
積の連続性を示す。任意の 0開近傍 U ⊂ B̂ ⊗B Aを取る。十分小さくして和で閉じているようにできる。
任意の x ∈ B̂ ⊗B A について B̂ ⊗B A の元 y :=

∑n
i=1 b̂i ⊗ ai と z :=

∑m
j=1 b̂

′
j ⊗ a′j であって、yz = x

となるものを取る。ここで、U について、各 b̂i ⊗ ai と b̂′j ⊗ a′j に対して上で示したように開集合 V が取
れる。i = 1, . . . , n と j = 1, . . . ,m それぞれの添字について共通部分を取りそれを Vy と Vz とする。とく
に g(B̂) が B̂ ⊗B A で開集合かつ adic なので Vy と Vz を十分小さくすることで Vy · Vz ⊂ U となるよう
にできる。このとき y + Vz と z + Vy の積は yz + z · Vz + y · Vy + Vz · Vy に含まれる。これは yz = x と
z · Vz ⊂ U かつ y · Vy ⊂ U と合わせて x+ U に含まれる。よって yz = xとなるような元についてその開近
傍 (y + Vz)× (z + Vy) ⊂ B̂ ⊗B A× B̂ ⊗B Aの積 x+ U に含まれるから B̂ ⊗B Aの積は連続である。
以上より確かに B̂ ⊗B Aは f と hを連続とするような完備位相環の構造が入るので hは環準同型になる。
定義から j ◦h = idÂ である。さらに任意の x ∈ f(A)∪ g(B̂)については hの定義より (h ◦ j)(x) = xとなる。
h ◦ j が環準同型より、(h ◦ j)(̂b⊗ a) = (h ◦ j)(g(̂b)f(a)) = (h ◦ j)(g(̂b)) · (h ◦ j)(f(a)) = g(̂b)f(a) = b̂⊗ a

より h ◦ j = idB̂⊗BA となる。さらに、j ◦ g について開集合 U ⊂ Âの j による逆像を g で引き戻したものは
図式の可換性から U ∩ B̂ となるから B̂ で開集合になる。よって、j−1(U) ⊃ g(U ∩ B̂)であり、g が開埋め込
みであることから j−1(U)は開集合を含むのでこれ自身も開集合になる。よって j は連続。以上より、j は連
続であり、hも連続であったから hと j は互いに逆な位相環の準同型になる。したがって位相環としての同型
Â ∼= B̂ ⊗B Aを得る。

注意 1.19. Â が押し出しの普遍性を満たすことを直接示すことは難しいと思われる。まず A · B̂ = Â と
A∩ B̂ = B から j : B̂⊗B A→ Âが同型であることを証明するのは難しい。一般に環 Aとその部分環 B と C

についてD := B ∩C 上のテンソル積に関して B ⊗D C → B ·C = A; b⊗ c 7→ bc が写像であることを確かめ
るのは難しく、また、写像であったとしても単射であるとは限らない。実際、B と C と D が体のときこれが
単射になることは B と C がD上線型無関連であるという定義がなされている。例えばこれが写像だが同型に
ならない反例として [SE1]がある。実際、[SE1]の記号のもとで、1⊗ 1+ωα⊗α2/2+ω2α2⊗α/2 ∈ E⊗Q F

を取るとこれは E · F に移すと 0になる。一方、Q加群としての同型 E ∼= Q3 と F ∼= Q3 を考えると、この
元に対応する Q3 ⊗Q3 ∼= Q9 の元は 0にならないことが計算によってわかり、単射ではない。

注意 1.20. ここで述べた補題 1.18 の証明は元を取って h を構成することによって示されていた。これは
[Hu93]に沿って示したためであるが、そうではない証明が [GR]の Proposition8.3.28(3)に記載されている。

系 1.21. Aを Huber ringとして Âをその完備化とするとき次が成り立つ。

1. Aがネーターである定義環を持つとき A→ Âは平坦射になる。
2. Aがネーターである定義環上有限生成代数のとき Aと Âはネーター環になる。
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証明. Aのネーターな定義環を B とする。(1) 補題 1.18より A→ Âは自然な射 A→ B̂ ⊗B Aである。B

がネーターかつ adic なので B → B̂ が平坦になる。B → A による底変換によって平坦性は保たれるから、
A ∼= B ⊗B A→ B̂ ⊗B A も平坦になるから示された。
(2) 有限生成 B 代数よりある x1, . . . , xn ∈ A によって A = B[x1, . . . , xn] と表すことができる。B が
ネーターより Aはネーターになる。また、Â ∼= B̂ ⊗B A = B̂ ⊗B B[x1, . . . , xn] ∼= B̂[x1, . . . , xn]になり、B

がネーターかつ adicなので B̂ はネーターだから Âはネーターになる。

1.4 adic射
Huber ringの間の射で良い性質を持つものを定義する。

定義 1.22 (adic射). Aと B を Huber ringとする。その間の環準同型 f : A→ B が adicであるとは、A

の定義環 A0 とその定義イデアル I ⊂ A0 と B の定義環 B0 であって、f(A0) ⊂ B0 かつ I の拡大イデアル
f(I)B0 ⊂ B0 が B0 の定義イデアルになるものが存在することである。

注意 1.23. f : A→ B が adicであるとき、I ⊂ f−1(f(I)B0)から f は連続写像になる。

定義イデアルの拡大については一般に次の主張が成り立っている。すなわち、大きいところで定義イデアル
ならその性質を下ろすことが出来る。

補題 1.24 ([Ran]Lemma4.2.2 Lemma 4.2.6). A を Huber ring とする。A の定義環 A0 と A1 が
A0 ⊂ A1 となっているとする。A0 の有限生成イデアル I について以下は同値。

1. I が A0 の定義イデアルである。
2. A1 への拡大イデアル IA1 が A1 の定義イデアルである。

証明. (1) =⇒ (2) A2 は定義環より、ある定義イデアル J ⊂ A2 を持つ。I は A0 で開なので A1 でも開にな
るからある正整数 nによって Jn ⊂ I ⊂ A0 ⊂ A1 となる。A1 へ拡大すると Jn は A1 のイデアルだからその
ままで Jn ⊂ IA1 ⊂ A1 となる。よって IA1 は A1 で開である。また、J ∩ A0 ⊂ A0 は開なので I が A0 の
定義イデアルよりある正整数mで Im ⊂ J ∩ A0 となる。A1 へ拡大すると (IA1)

m ⊂ (J ∩ A0)A1 ⊂ J であ
る。以上より、IA1 の定める位相と J の定める位相は一致するので I が有限生成であることと合わせて IA1

は A1 の定義イデアルになる。
(2) =⇒ (1) A0 が A1 で開であり、IA1 が A1 の定義イデアルなのである正整数 n によって (IA1)

n =

InA1 ⊂ A0 となる。I が有限生成より (IA1)
n の A1 のイデアルとしての有限個からなる任意の生成系

{x1, . . . , xr}を取ることが出来る。これらは A0 に含まれているから A0 上生成されるイデアル J := A0x1 +

. . . A0xr ⊂ A0 を構成できる。とくに J ⊂ (IA1)
n となる。このとき {x1, . . . , xr} ⊂ A0 と (IA1)

n ⊂ A0

から
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(IA1)
n+n = (IA1)

n(IA1)
n = (IA1)

n(A1x1 + · · ·+A1xr)

= (IA1)
nx1 + · · ·+ (IA1)

nxr ⊂ A0x1 + · · ·+A0xr = J

となるので (IA1)
2n ⊂ J ⊂ (IA1)

n から {(IA1)
k | k ∈ Z+}が Aの基本近傍系を為していることと J が有限

生成な A0 のイデアルより J は A0 の定義イデアルになる。ここで (IA1)
n の A1 上の生成系 {x1, . . . , xr}は

任意に取れていたので、とくに In ⊂ A0 の A0 上の有限個からなる生成系と取って J を構成することも出来
る。よってこのとき J = In であるから In は A0 の定義イデアルになる。冪乗が定義イデアルなので直ちに
I 自信が A0 の定義イデアルであることが従う。

補題 1.25. Aと B を Huber ringとしてその間の環準同型 f : A→ B が adicであるとする。このとき以
下が成り立つ。

1. f は有界である。すなわち、有界集合の f による像はまた有界集合になる。
2. A1 と B1 がそれぞれ Aと B の定義環で f(A1) ⊂ B1 となっているとする。このとき A1 の任意の
定義イデアル J についてその拡大 f(J)B1 は B1 の定義イデアルになる。

3. Aの定義環 A1 と B の開部分環 B′ が f(A1) ⊂ B′ となっているとする。このときある B の定義環
B1 で f(A1) ⊂ B1 ⊂ B′ となるものが存在する。

証明. f : A → B が adic であることから取れる定義環や定義イデアルに対して定義 1.22 と同じ記号を用
いる。
(1) Aの有界集合 T を取る。任意の B の 0の開近傍 U について、f(I)B0 が B0 の定義イデアルよりある
正整数 nによって (f(I)B0)

n ⊂ U となる。よってとくに In ⊂ f−1((f(I)B0)
n) ⊂ f−1(U)となる。一方、T

の有界性からある正整数mによって Im · T ⊂ In となる。これより、

f(Im) · f(T ) ⊂ f(I)n ⊂ (f(I)B0)
n ⊂ f(f−1(U)) ⊂ U (1.7)

となり、(f(I)B0)
n が B0 の元の積と和について閉じているので B0 を掛けると (f(I)B0)

n · f(T ) ⊂ U とな
る。f(I)B0 は B0 の定義イデアルであったからこれより f(T )は B で有界であることが示された。
(2) K := f(I)B0 とおく。特にこれは f が adic より B0 の定義イデアルになっていた。f(J)B1 ⊂ B1

が B1 の定義イデアルになっていることを示せば良い。まず、A2 := A0 · A1 と B2 := B0 · B1 は命
題 1.12(1) よりそれぞれ A と B の定義環になっている。仮定より f(A0) ⊂ f(B0) と f(A1) ⊂ f(B1)

が成り立っているので f(A2) ⊂ B2 が成り立っている。ここで、補題 1.24 を適用することで定義イデ
アルの拡大 IA2, JA2 ⊂ A2 と KB2 ⊂ B2 はそれぞれの環の中の定義イデアルになる。f(A2) ⊂ B2 か
ら f(IA2)B2 = f(I)B2 = f(I)B0B2 = KB2 から f(IA2)B2 は B2 の定義イデアルになる。(すなわち
f : A2 → B2 においては adic の性質がなりたっていることが示された (注意 1.26)) ここで JA2 ⊂ A2 の
B2 への拡大イデアル L := f(JA2)B2 ⊂ B2 は B2 の定義イデアルになる。実際、IA2 と JA2 がともに
A2 の定義イデアルなのである正整数 n と m によって (IA2)

n ⊂ (JA2)
m ⊂ IA2 となる。これを拡大して

(f(IA2)B2)
m ⊂ Ln ⊂ f(IA2)B2 より f(IA2)B2 が B2 の定義イデアルなので Lも B2 の定義イデアルであ

る。ここで再度、補題 1.24を L = f(JA2)B2 = (f(J)B1)B2 と B1 ⊂ B2 に適用すると f(J)B1 ⊂ B1 は B1

の定義イデアルになっている。
(3) (1)と A1 の有界性から f(A1)は B で有界。f(A1) ⊂ B′ に命題 1.12(2)を用いればよい。
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注意 1.26. 補題 1.25(2)の証明では一度大きい定義環 A2 と B2 まで考えて adicの性質が成り立っているこ
と (定義イデアルの拡大が定義イデアルになること)を示し、補題 1.24によってその性質を下の定義環 A1 と
B1 に下ろすことによって示した。

系 1.27. Huber ringの間の射 f : A→ B と g : B → C について以下が成り立つ。

1. f と g が adicならばその合成 g ◦ f も adicになる。
2. f と g が連続であり、合成 g ◦ f が adicならば g は adicになる。
3. Aの開部分環 A′ と B の開部分環 B′ で f(A′) ⊂ B′ となるとする。このとき f ′ := f |A′ : A′ → B′

について、f が adic⇐⇒ f ′ が adic。

証明. (1) f の adic 性より A と B の定義環 A0 と B0 であって f(A0) ⊂ B0 かつ A0 の定義イデアル I で
f(I)B0 が B0 の定義イデアルになるものが存在する。ここで g の adic 性から補題 1.25(1) より g(B0) が
有界であり、g(B0) ⊂ C について命題 1.12(2) よりある C の定義環 C0 で g(B0) ⊂ C0 ⊂ C となるもの
が取れる。さらに g が adic であり、この B0 とその定義イデアル f(I)B0 と C0 について補題 1.25(2) より
g(f(I)B0)C0 = g(f(I))C0 は C0 の定義イデアルになる。以上よりこの定義環 A0 ⊂ Aと C0 ⊂ C と定義イ
デアル I ⊂ A0 を取ると (g ◦ f)(A0) ⊂ C0 かつ (g ◦ f)(I)C0 が C0 の定義イデアルより g ◦ f は adicになる。
(2) h := g ◦ f とおく。次の可換図式のように g が adicになるような定義環 B0 と C0 と B0 の定義イデア
ル J を構成する。

C C0 K

B g−1(C0) B0 J := g−1(K) ∩B0

A f−1(B0) A0 f−1(J) ∩A0 I

g g g
g

f f f
f

C の定義環 C0 とその定義イデアル K を一つ固定する。g の連続性から g−1(C0) は B の開部分環にな
る。命題 1.12(4)からある B の定義環 B0 で g−1(C0)に含まれるものが存在する。このとき g の連続性から
J := g−1(K) ∩ B0 は B0 の開イデアルである。さらに f の連続性から f−1(B0) は A の開部分環であって、
f−1(J)は f−1(B0)の中の開イデアルである。再度、命題 1.12(4)からある Aの定義環 A0 であって f−1(B0)

に含まれるものが存在し、f−1(J) ∩A0 は f の連続性から A0 の開イデアルである。よって、ある A0 の定義
イデアル I であって I ⊂ f−1(J) ∩A0 となるものが取れる。以上の構成により、

h(A0) = g(f(A0)) ⊂ g(f(f−1(B0))) ⊂ g(B0) ⊂ g(g−1(C0)) ⊂ C0 (1.8)

から (g ◦ f)(A0) ⊂ C0 かつ g(B0) ⊂ C0 となる。A0 と C0 が定義環であって (g ◦ f)(A0) ⊂ C0 より g ◦ f が
adicより補題 1.25(2)から A0 の定義イデアル I について (g ◦ f)(I))C0 ⊂ C0 は C0 の定義イデアルになる。
ここで構成から

(g ◦ f)(I)C0 ⊂ (g ◦ f)(f−1(J))C0 ⊂ g(J)C0 = g(g−1(K) ∩B0) ⊂ K (1.9)

から (g ◦ f)(I)C0 ⊂ g(J)C0 ⊂ K となり C0 の定義イデアル (g ◦ f)(I)C0 と K に含まれているので g(J)C0

も C0 の定義イデアルになる。よってこの定義環 B0 と C0 と B0 の定義イデアル J を取ることによって g が
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adicであることが分かった。
(3) (⇒) f が adicであるからAとBの定義環A0とB0とA0の定義イデアル I が存在して f(A0) ⊂ B0

かつ f(I)B0 が B0 の定義イデアルになる。A′ と B′ が開であることと A0 と B0 が開かつ有界であること
から A′

0 := A0 ∩ A′ ⊂ A′ と B′
0 := B0 ∩ B′ ⊂ B′ はそれぞれ A′ と B′ の定義環になる。さらに I ⊂ A0

について I ∩ A′
0 ⊂ A′

0 は A′
0 の定義イデアルになる。ここでとくに A′

0 と B′
0 は A と B の定義環でもあ

り、f(A′
0) ⊂ f(B′

0) から補題 1.25(2) より f(I ∩ A′
0)B

′
0 ⊂ B′

0 は B′
0 の定義イデアルになる。したがって

f ′ = f |A′ もこれらによって adicになることが分かった。
(⇐) f ′ が adic であるから A′ と B′ の定義環 A′

0 と B′
0 と A′

0 の定義イデアル I ′ が存在して f ′(A′
0) =

f(A′
0) ⊂ B′

0 かつ f ′(I ′)B′
0 = f(I ′)B′

0 が B′
0 の定義イデアルになる。ここで A′ と B′ が開なので A′

0 と B′
0

は Aと B の定義環でもあり、I ′ ⊂ A′
0 は Aの定義環 A′

0 としての定義イデアルにもなっているのでこれらを
取ることによって f が adicになる。

命題 1.28. f : A→ B を Huber ringの間の連続準同型とする。Aが Tateであるとき、B も Tateであっ
て、f は adicになる。

証明. まず、Aの定義環A0を一つ固定し、それに含まれる pseudo uniformizers ∈ A0をとる。limn→∞ sn = 0

と f の連続性から limn→∞ f(s)n = 0 より f(s) ∈ B◦◦ となる。命題 1.15 から f(s) ∈ B◦ であるから命
題 1.12(3)からある定義環 B1 が存在して f(s) ∈ B1 となる。命題 1.16(2)から f(s)B1 は B1 の定義イデア
ルになる。同様に s ∈ A0 より sA0 は A0 の定義イデアルになる。ここで f の連続性から f−1(B1) ⊂ A は
開集合よりある正整数 nで snA0 ⊂ f−1(B1)となるから f(snA0) ⊂ B1 となる。ここで f(A0)は B で有界
になる。実際、B0 は有界であることから任意の 0 ∈ B の開近傍 U についてある 0 ∈ B の開近傍 V が存在
して B0 · V ⊂ U となる。ここで f(s)−n 倍写像は同相なので (f(s)−nB0) · (f(s)nV ) ⊂ U であり、f(s)nV

が 0 ∈ B の開近傍なので f(s)−nB0 も B で有界である。よって f(A0) ⊂ f(s)−nB0 から f(A0)も B で有界
である。ここで命題 1.12(2) から f(A0) ⊂ B0 ⊂ B となる B の定義環 B0 が存在する。f(s) ∈ B0 で f(s)

は pseudo uniformizerより f(s)B0 は B0 の定義イデアルになる。したがってこの A0 と B0 と定義イデアル
sA0 をとることによって f : A→ B は adicになる。

2 Valuation spectrum

Huber ringから空間を構成する。そのために取る点として以下で定める付値を取ることになる。付値に関
する一般論を証明した後、定義 3.1をわかりやすい形にするために定義 2.24を定義する。
Γを全順序 (乗法的)可換群とする。0を任意の α ∈ Γについて 0 · α = 0 = α · 0かつ α ≥ 0として定義し
て全順序モノイド Γ ∪ {0}を定義する。

2.1 付値と付値スペクトラム

定義 2.1. 全順序可換群 Γの部分群 H が凸部分群 (convex subgroup)であるとは、任意の a ≤ bという H

の元 aと bについて [a, b] := {x ∈ Γ | a ≥ x ≥ b} ⊂ H となることである。
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定義 2.2 (付値). 環 Aと全順序モノイド Γ ∪ {0}を取る。環 A上の Γ ∪ {0}に値を持つ付値 (valuation)

とは写像 v : A→ Γ ∪ {0}であって

� v(x+ y) ≤ max {v(x), v(y)},
� v(xy) = v(x)v(y),

� v(0) = 0,

� v(1) = 1

を満たすものである。(すなわち乗法的半ノルムのことである)

定義 2.3 (値群・特徴部分群・付値の台). 付値 v : A → Γ ∪ {0} を一つ固定する。Im v \ {0} で生成さ
れる Γ の部分群を v の値群 (value group) といい Γv で表す。{v(a) ∈ Γ ∪ {0} | a ∈ A, v(a) ≥ 1} に
よって Γv で生成される凸部分群を v の特徴部分群*1(characteristic subgroup) といい cΓ と表す。とくに
v : A→ Γv ∪ {0}と制限して考えたときその特徴部分群を cΓv と書ける。
付値 v : A → Γ ∪ {0}に対して Supp(v) := Ker(v) = v−1(0)は Aの素イデアルであり、これを v の台

(support)という。

注意 2.4. まず、Γv は Im(v) \ {0} で生成される群なので v : A → Γv が全射であるわけではない。さらに、
特徴部分群は v(a) ≥ 1となる元をすべて含む群であるが、v(a) ≤ 1なら v(a)−1 ≥ 1だが、a−1 が Aで存在
するかどうかわからないため、「v(a)−1 = v(a−1) ≥ 1だから v(a)−1 ∈ cΓv より v(a) ∈ cΓv」という論法は
使えない。ゆえに cΓv は Γv と一致するとは限らない。

命題 2.5. 付値 v : A→ Γ ∪ {0}について付値 v : Frac(A/ Supp(v))→ Γ ∪ {0}であって以下の図式

A Γ ∪ {0}

Frac(A/ Supp(v))

v

v

を可換にするものが唯一つ存在する。
この vによる Frac(A/ Supp(v))の付値環を A(v)で表す。すなわち、A(v) := {x ∈ Frac(A/ Supp(v)) |

v(x) ≤ 1}となる。

証明. まず A/ Supp(v) 上で v を構成する。a ∈ A の A/ Supp(v) への像を a と表すことにする。このとき
v(a) := v(a)と定義する。v は付値だからこの定義が代表元のとり方によらないことを示せば良い。a = bの
とき a− b ∈ Supp(v)から v(b− a) = v(a− b) = 0 ≤ v(a), v(b)となる。したがって強三角不等式から

v(a) ≤ max {v(a− b), v(b)} = v(b) (2.1)

v(b) ≤ max {v(b− a), v(a)} = v(a) (2.2)

*1 特性部分群という言葉がすでにあるのでここでは仮に特徴部分群と訳した。
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から v(a) = v(b)となるので、代表元のとり方によらない。
A/ Supp(v)が整域であるのでその上の付値 v はその商体 Frac(A/ Supp(v))上へと拡張することが出来る。
すなわち v(b/a) = v(b)/v(a)となっている。これは求める図式の可換性を持ち、その定義から一意的に定ま
る。

定義 2.6. 環 A上の付値 v と w が同値 (equivalent)であるとは、以下の互いに等しい条件を満たすことで
ある。

1. 順序モノイドとしての同型射*2f : Γv ∪ {0} → Γw ∪ {0}で w = f ◦ v となるものが存在する。

Γv ∪ {0}

A

Γw ∪ {0} .

f

w

v

2. Supp(v) = Supp(w)かつ A(v) = A(w)となる。
3. 任意の Aの元 aと bについて v(a) ≥ v(b)⇐⇒ w(a) ≥ w(b)が成り立つ。

さらにこの関係は付値全体の中で同値関係になる。

証明. 同値関係になることは明らかなのでこれらの三条件が等しいことを示せば良い。
(1) =⇒ (2) (1)から順序モノイドとしての同型射 f をとると f(0) = 0と単射性に注意すれば

a ∈ Supp(v)⇔ v(a) = 0⇔ 0 = f(v(a)) = w(a)⇔ a ∈ Supp(w) (2.3)

より Supp(v) = Supp(w) ⊂ A となる。この等号からとくに K := Frac(A/ Supp(v)) = Frac(A/ Supp(w))

であることに注意する。K の元 xは x = b/aと表すことができる。A(v), A(w) ⊂ K から集合として一致し
ていることを示せば良い。命題 2.5から v(x) = v(b)/v(a)と f が同型射であることに注意すると

x ∈ A(v)⇔ v(x) ≤ 1⇔ v(b)

v(a)
≤ 1⇔ v(b) ≤ v(a)⇔ w(b) = f(v(b)) ≤ f(v(a)) = w(a)

⇔ w(b)

w(a)
≤ 1⇔ w(x) ≤ 1⇔ x ∈ A(w)

から A(v) = A(w) ⊂ K であることが示された。
(2) =⇒ (3) Supp(v) = Supp(w) から A(v) と A(w) を同じ体 K := Frac(A/ Supp(v)) =

Frac(A/ Supp(w)) の中で考えることが出来るので A(v) = A(w) が K の中での集合としての等号と
して意味を持つ。したがって (2)から

v(b) ≤ v(a)⇔ v

(
b

a

)
=

v(b)

v(a)
≤ 1⇔ b

a
∈ A(v) = A(w)⇔ w

(
b

a

)
=

w(b)

w(a)
≤ 1⇔ w(b) ≤ w(a) (2.4)

*2 順序を保つ全単射なモノイド間の準同型写像のこと。1 が単位元なので f(1) = 1 であり、さらに全射性と順序を保つことから
f(0)が Γw ∪ {0}の最小元になるので f(0) = 0も従う。
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より (3)が従う。
(3) =⇒ (1) Γv ∪ {0} = (Im(v) \ {0}) ∪ {0}であるからその元はある a ∈ Aによって v(a)と表せる。こ
こで

f : Γv ∪ {0} −→ Γw ∪ {0}
v(a) 7−→ w(a)

と定義すると (3) より v(a) = v(b) のとき w(a) = w(b) から f は写像になっている。v と w が乗法的であ
ることから f は積を保ち、f(1) = f(v(1)) = w(1) = 1 からモノイド間の準同型になり、再度 (3) から f

は順序を保つことがわかる。全単射性も (3) から従い、構成から w = f ◦ v も成り立っているから、この
f : Γv ∪ {0} → Γw ∪ {0}を取れば良い。

以上のことを踏まえて、まずは任意の環 A上に付値を点としてとる位相空間を定義することが出来る。

定義 2.7 (付値スペクトラム). 環 Aについてその上の付値全体の集合を定義 2.6で定めた同値関係によっ
て割った集合を S(A)と表す。S(A)の元で代表元が vであるものも同じように vと書くこととする。この
とき S(A)の位相として任意の a, b ∈ Aに対して

{v ∈ S(A) | v(a) ≤ v(b) 6= 0} (2.5)

という形の集合で生成されるものをとる。この位相空間を改めて Spv(A)と表し、これを Aの付値スペク
トラム (valuation spectrum)という。

事実 2.8 ([Hu93] Proposition 2.2). Spv(A)は spectral spaceになる。

記法 2.9. 付値 x ∈ Spv(A)と f ∈ Aについて xが乗法的半ノルムであったり、xを空間の点として f に代入
しているように見たりするため、x(f) ∈ Γx ∪ {0}を |f(x)|と書くこともある。この記法に基づくと (2.5)は
f, g ∈ Aに対して

{x ∈ Spv(A) | |f(x)| ≤ |g(x)| 6= 0} (2.6)

と書くことが出来る。

注意 2.10 ([SW] Definition2.3.2.). 開集合として (2.5) を取ることはスキームにおける基本開集合の
ような {x ∈ Spv(A) | |f(x)| 6= 0} やリジッド幾何学における有理領域*3{x ∈ Spv(A) | |f1(x)| ≤
|g(x)|, . . . , |fr(x)| ≤ |g(x)|}(ただし {f1, . . . , fr, g} はイデアルとして A を生成する) というものを開集合
として含ませるということを意図している。もし |g(x)| 6= 0 の条件がなくなると、とくに {x ∈ Spv(A) |
|f(x)| 6= 0}を取ることができなくなってしまう。

注意 2.11. 定義 2.3で定義した付値の台は

Supp: Spv(A) −→ Spec(A)

v 7−→ Supp(v)

*3 実際、有理領域と呼ばれる集合を後に定義する。
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という写像を与える。このときこれは定義 2.7で定めた Spv(A)の位相と Spec(A)のザリスキー位相に関し
て連続写像になる。

証明. f ∈ Aに関する Spec(A)の基本開集合 D(f) = {p ∈ Spec(A) | f /∈ p}の Suppによる逆像が開集合な
ら良い。実際、

Supp−1(D(f)) = {x ∈ Spv(A) | f /∈ Supp(x) = x−1(0)} = {x ∈ Spv(A) | |f(x)| 6= 0} (2.7)

であり、これは Spv(A)の開集合なので Suppは連続写像になる。

定義 2.12 (付値スペクトラムの間の射). 環準同型 f : A→ B と B 上の付値 v : B → Γ ∪ {0}について

v|A := Spv(f)(v) := v ◦ f (2.8)

と定義すると A上の付値になっている。これによって付値スペクトラムの間の写像

Spv(f) : Spv(B) −→ Spv(A)

v 7−→ v ◦ f

を定めることができる。とくにこれは (2.5)の形の集合を移し合う連続写像になる。

証明. v|A が A 上の付値になることは f の準同型性から明らか。Spv(f) が連続写像になることを示す。
Spv(A)の位相の準開基 {v ∈ Spv(A) | v(a) ≤ v(b) 6= 0}を任意に取る。ただし a, bは Aの元である。この
とき

Spv(f)−1({v ∈ Spv(A) | v(a) ≤ v(b) 6= 0}) = {w ∈ Spv(B) | (w ◦ f)(a) ≤ (w ◦ f)(b) 6= 0}
= {w ∈ Spv(B) | w(f(a)) ≤ w(f(b)) 6= 0}

よりこれは f(a), f(b) ∈ B から得られる Spv(B)の準開基なのでとくに開集合である。したがって Spv(f)は
(2.5)の形の集合を移し合う連続写像になる。

まず、順序群を凸部分群で割ることによって新しい順序群が構成できることを確認する。

命題 2.13. Γを可換な順序群とし、その凸部分群 H をとる。このとき自然な群準同型 π : Γ→ Γ/H につ
いて π(Γ≤1

*4) = (Γ/H)≤1 となる順序が定まり、これによって Γ/H は順序群になる。

証明. H ∈ Γ/H が単位元であることに注意する。α, β ∈ Γ/H について

α ≤ H
def⇐⇒ ∃g ∈ Γ≤1, α = π(g) (2.9)

と定義する。すなわち、α ≤ β ⇔ αβ−1 ≤ H となるようにするために

α ≤ β
def⇐⇒ αβ−1 ≤ H ⇔ ∃g ∈ Γ≤1, αβ

−1 = π(g)⇔ ∃g ∈ Γ≤1, α = π(g)β (2.10)

*4 Γ≤1 := {γ ∈ Γ | γ ≤ 1}.
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と定義する。
反射律、反対称律、推移律を満たすことを示す。
反射律を示す。任意の α ∈ Γ/H について g = 1 ∈ Γ≤1 を取れば α = π(g)α より α ≤ α である。反
対称律を示す。α ≤ β かつ β ≤ α のときある g, h ∈ Γ≤1 で α = π(g)β かつ β = π(h)α となる。すると
α = π(g)π(h)α = π(gh)α より π(gh) = H ∈ Γ/H より gh ∈ H ⊂ Γ となる。g ≤ 1 かつ h ≤ 1 から
gh ≤ g ≤ 1であり、gh ∈ H ⊂ ΓとH が凸部分群であることから g ∈ [gh, 1] ⊂ H より π(h) = H ∈ Γ/H と
なる。したがって α = π(g)β = Hβ = β より反対称律も成り立つ。推移律を示す。α ≤ β かつ β ≤ γ のとき
ある g, h ∈ Γ≤1 で α = π(g)β かつ β = π(h)γ となる。これより α = π(gh)γ であり、g ≤ 1から hを掛けて
gh ≤ 1より gh ∈ Γ≤1 なので α ≤ γ となるので推移律も成り立つ。
また、任意の α, β ∈ Γ/H についてある a, b ∈ Γ で α = π(a) と β = π(b) となるものが取れて、

α = π(a) = π(ab−1)π(b) = π(ab−1)β であり、ab−1 は 1 以上か 1 以下か必ず決まるので α と β は必ず
比較できるので Γ/H は全順序集合になる。さらに α ≤ β となる Γ/H の元と γ ∈ Γ/H を任意に取ると
(αγ)(βγ)−1 = αβ−1 ≤ H より定義から αγ ≤ βγ より Γ/H は順序群になる。さらに π(Γ≤1) = (Γ/H)≤1 は
(2.9)より分かる。

位相空間 Spv(A)における特殊化や一般化は付値の構成によって具体的に書くことが出来る。

命題 2.14. v ∈ Spv(A)と Γv の凸部分群H を一つ固定する。命題 2.13から Γv/H ∪ {0}が定義できてこ
のとき写像 v/H : A→ Γv/H ∪ {0}と v|H : A→ H ∪ {0}を次のように定義する。

v/H(a) =

{
v(a) mod H (v(a) 6= 0)

0 (v(a) = 0).
(2.11)

v|H(a) =

{
v(a) (v(a) ∈ H)

0 (v(a) /∈ H).
(2.12)

このとき次が成り立つ。

1. v/H は Aの付値であり、Spv(A)において v の一般化になる。すなわち v ∈ {v/H}となる。
2. v|H は Aの付値 ⇐⇒ cΓv ⊂ H であり、このとき Spv(A) において v の特殊化になる。すなわち

v|H ∈ {v}となる。

証明. (1) v/H が付値になることは命題 2.13 より π : Γ → Γ/H が順序を保つ準同型であることから
v/H = π ◦ v からわかる。v ∈ {v/H} を示す。Spv(A) の位相を考えると a, b ∈ A によって v ∈ {w ∈
Spv(A) | w(a) ≤ w(b) 6= 0}となるときに v/H も含まれることを示せば良い。実際、v(a) ≤ v(b) 6= 0から π

で移せば 0でない元は定義から 0に移らないので v/H(a) = π(v(a)) ≤ π(v(b)) = v/H(b) 6= 0より v/H も
含まれる。
(2) 必要十分性に関係なく一般に成り立つことを確認する。v(1) = 1 ∈ H と v(0) = 0 /∈ H より

v|H(1) = 1かつ v|H(0) = 0となっている。また、Aの元 a, bについて v(ab) /∈ H となったとする。このと
き定義から v|H(ab) = 0 であり、H が部分群であるので v(a) ∈ H かつ v(b) ∈ H ならば v(ab) ∈ H より、そ
の対偶を考えれば v(a) /∈ H または v(b) /∈ H である。したがって v|H(a) = 0または v|H(b) = 0よりその積
v|H(a)v|H(b) = 0から v|H(ab) = v|H(a)v|H(b)が成り立つ。したがって v(ab) /∈ H のときは乗法性は満た
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される。その他の v(ab) ∈ H のときの乗法性と強三角不等式について確認すれば良い。
(⇐) v|H が乗法的であることを示す。上の議論から v(ab) ∈ H の場合に v|H(ab) = v|H(a)v|H(b)を示せ
ば良い。v(a)と v(b)の対称性から

(a) v(a) ≤ 1かつ v(b) ≤ 1,

(b) v(a) ≥ 1かつ v(b) ≥ 1,

(c) v(a) ≤ 1 ≤ v(b)

の場合を考える。vの乗法性から (a)のとき v(ab) ≤ v(a), v(b) ≤ 1であり、(b)のとき 1 ≤ v(a), v(b) ≤ v(ab)

であるので H が凸部分群だから v(ab) ∈ H より v(a), v(b) ∈ H となる。このとき v|H(a) = v(a) かつ
v|H(b) = v(b)より v|H(ab) = v(ab) = v(a)v(b) = v|H(a)v|H(b)なので乗法的である。(c)のとき cΓv ⊂ H

からとくに 1 ≤ v(b)から v(b) ∈ H となる。ゆえに v(b)−1 ∈ H から v(a) = v(ab)v(b)−1 ∈ H より (a)(b)の
場合と同様に乗法性が成り立つ。
v|H が強三角不等式を満たすことを示す。a, b ∈ A について v(a + b) /∈ H なら v|H(a + b) = 0 ≤

max {v|H(a), v|H(b)}より成り立っている。v(a+ b) ∈ H となっているとする。v(a+ b) ≤ max {v(a), v(b)}
であるので、v(a) ≤ v(b) として v(a + b) ≤ v(b) であるとしてよい。1 ≤ v(b) なら cΓv ⊂ H から
v(b) ∈ H であり、v(b) ≤ 1であってもH 3 v(a+b) ≤ v(b) ≤ 1でH が凸部分群より v(b) ∈ H である。常に
v|H(a) ≤ v(a)であるのでよって v|H(a) ≤ v(a) ≤ v(b) = v|H(b)かつ v|H(a+b) = v(a+b) ≤ v(b) = v|H(b)

だから v|H(a + b) ≤ max {v|H(a), v|H(b)}となるので強三角不等式を満たす。以上より v|H は A上の付値
になる。
(⇒) 背理法で示す。cΓv ⊈ H とするとH が凸部分群であり、cΓv は {v(a) | a ∈ A, v(a) ≤ 1}を含む最小
の凸部分群であるからとくに {v(a) | a ∈ A, v(a) ≤ 1} ⊈ Hとなる。従って f ∈ Aで v(f) > 1かつ v(f) /∈ H

となるものが取れる。ここで v(f) > 1 = v(1)より強三角不等式に関する性質から H 3 v(f) = v(f + 1)か
ら v|H(f + 1) = 0となる。仮定から v|H は A上の付値なので 0 = v|H(f) < v|H(1) = 1より再度、強三角
不等式に関する性質から 0 = v|H(f + 1) = v|H(1) = 1 より 0 /∈ Γに矛盾する。従って cΓv ⊂ H である。
v|H ∈ {v} を示す。a, b ∈ A で v|H ∈ {w ∈ Spv(A) | w(a) ≤ w(b) 6= 0} となるものを任意に取る。

v|H(a) ≤ v|H(b) 6= 0 からとくに v(b) ∈ H である。v(a) ∈ H のとき v(a) = v|H(a) ≤ v|H(b) = v(b) で
ある。v(a) /∈ H で v(b) < v(a) となったとする。cΓv ⊂ H から v(a) < 1 である必要があるが、このとき
H 3 v(b) < v(a) < 1でH が凸部分群なので v(a) ∈ H となって矛盾する。従って v(a) ≤ v(b)となる。以上
より v ∈ {w ∈ Spv(A) | w(a) ≤ w(b) 6= 0}となるので v|H ∈ {v}となる。

定義 2.15 (horizontal/vertical specialization). v, w ∈ Spv(A)をとる。

1. w が v の horizontal specialization*5であるとは、ある凸部分群 H ⊂ Γv ∪ {0}であり、cΓv ⊂ H と
なり、w = v|H となることである。

2. w が v の vertical specialization*6であるとは、ある凸部分群 H ⊂ Γw ∪ {0}であって v = w/H と
なることである。

*6 [Hu93]では primary specializationと呼んでいるが、[Mor]では horizontal specializationだったためそちらを採用した。
*6 [Hu93]では secondary specializationと呼んでいるが、[Mor]では vertical specializationだったためそちらを採用した。
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水平や垂直という言葉の意味は次の図 1aと図 1bを考えるとわかる。図は [Mur] FIGURE 5を参考にして
いる。

(a) w が v の horizontal specialization. (b) w が v の vertical specialization.

事実 2.16 ([Hu93] Lemma2.3). v ∈ Spv(A)の任意の特殊化は v の vertical specializationの horizon-

tal specializationである。

2.2 Spv(A, I)について
以上のことを踏まえ、Spv(A)を更に扱いやすいもののみの集合へと制限するためにいくつかの定義と補題
を扱う。

記法 2.17. 以下ではこの節が終わるまで、Aを環として、Aのイデアル I を、ある有限生成な Aのイデアル
J で

√
I =
√
J となるものが存在しているものとする。

定義 2.18 (cofinal). A上の付値 v : A→ Γ ∪ {0}について γ ∈ Γ ∪ {0}が Γの部分群H において cofinal

であるとは、任意の h ∈ H についてある正整数 nが存在して γn < h*7となることである。

補題 2.19. v(I) ∩ cΓv = ∅ならば Γv の凸部分群 H であって、任意の i ∈ I について v(i) ∈ Γv が H で
cofinal になるようなものが存在する。さらにそのような凸部分群の中で包含関係について最大な H がと
れる。とくに cΓv ⊂ H であり、v(I) 6= {0}なら v(I) ∩H 6= ∅となる。

証明. v(I) = {0}なら H = Γv ととれば良い。v(I) 6= {0}となったとする。J の有限個からなる生成系を T

とする。h := max{v(t) ∈ Γv | t ∈ T}を取る。H ⊂ Γv を hの生成する凸部分群とする。すなわちH は hの
生成する巡回群の生成する凸部分群のことである。

*7 真の不等号であることに注意する。
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h < cΓv
*8であることを示す。任意の a ∈

√
J について

√
J =

√
I なのである正整数 nで an ∈ I から仮定

v(I) ∩ cΓv = ∅より v(an) = v(a)n /∈ cΓv である。もし v(a) ≥ 1なら v(a)n ≥ 1より v(a)n ∈ cΓv となって
しまうので v(a) < 1である。もしある γ ∈ cΓv で v(a) ≥ γ となったら γ ≤ v(a) < 1で cΓv が凸部分群より
v(a) ∈ cΓv から v(a)n ∈ cΓv より矛盾するので任意の γ ∈ cΓv で v(a) < γ となる。T ⊂

√
J =
√
I よりとく

に h < cΓv である。さらに h < 1でもある。
任意の i ∈ I で v(i) が H で cofinal になることを示す。H が h で生成される巡回群から生成される凸
部分群なので補題 2.20 から、とくに任意の γ ∈ H についてある正整数 n が存在して hn ≤ γ となる。と
くに h < 1 なので hn+1 < hn ≤ γ となるので h は H で cofinal になる。任意の t ∈ T で v(t) ≤ h から
v(t)n+1 ≤ hn+1 より v(t) も H で cofinal になる。h < cΓv から h < cΓv < h−1 なので cΓv ⊊ H である。
補題 2.21の H を今考えている H で考えると T ⊂ cと J = TAから任意の j ∈ J は v(j)が H で cofinalに
なる。さらに

√
J =

√
I より任意の i ∈ I についてある正整数 nで in ∈ J であるから v(in) = v(i)n が H で

cofinalより v(i)も H で cofinalになる。よってこの H を取ることによって求める性質を持つ凸部分群が存
在することが示された。
この構成した H がそのようなもののうち最大のものであることを示す。Γv の凸部分群 H ′ で任意の i ∈ I

で v(i)が H ′ で cofinalになったとする。
√
I =
√
J から任意の j ∈ J で v(j)が H ′ で cofinalになるのでと

くに上で取った hは H ′ で cofinalになる。よって任意の γ ∈ H ′ で、ある正整数 nが存在して hn < γ とな
る。γ ≤ 1となる γ ∈ H ′ については H 3 hn < γ ≤ 1から H が凸部分群だから γ ∈ H となる。1 ≤ γ とな
る γ ∈ H ′ については H 3 γ−1 ≤ 1を考えることによって上と同様にして γ−1 ∈ H だから γ ∈ H となる。
以上より H ′ ⊂ H となるのでこの H は最大のものである。上記の証明からいずれの場合にしても cΓv ⊂ H

となる。
v(I) 6= {0}のときは H の構成から h = v(t)となる t ∈ T ⊂ J について

√
I =
√
J より、ある正整数 nで

tn ∈ I となる。従って H 3 hn = v(t)n = v(tn) ∈ v(I)より H ∩ v(I) 6= ∅となる。

補題 2.20 ([Wed] Remark 1.9). H ′ を Γの部分群であるとし、H を H ′ から生成される凸部分群であ
るとする。このとき γ ∈ Γに対し、γ が H に入っていることと、ある h, h′ ∈ H ′ で h ≤ γ ≤ h′ となるこ
とは同値になる。

証明. Γの部分集合 H ′′ を
H ′′ := {γ ∈ Γ | ∃h, h′ ∈ H ′, h ≤ γ ≤ h′} (2.13)

と定義する。これが H ′ を含む最小の凸部分群であることを示せば H と一致することがわかるので証明が
できる。H ′ ⊂ H ′′ は定義より明らか。H ′ を含む任意の凸部分群 C を取ると、任意の γ ∈ H ′′ についてあ
る h, h′ ∈ H ′ ⊂ C で h ≤ γ ≤ h′ から C が凸部分群であることより γ ∈ C となる。C が Γ の部分群であ
ることを示す。まず、H ′ が Γ の部分群より H ′ 3 1 ≤ 1 ≤ 1 ∈ H ′ より 1 ∈ H ′′ である。任意の α, β ∈ C

についてそれぞれ h ≤ α ≤ h′ と g ≤ β ≤ g′ となる H ′ の元 h, h′, g, g′ が取れる。ここで H ′ が部分群よ
り H ′ 3 hg ≤ αβ ≤ h′g′ ∈ H ′ から αβ ∈ H ′′ となるので積について閉じている。また、この α について
H ′ 3 (h′)−1 ≤ α−1 ≤ h−1 ∈ H ′ から α−1 ∈ H ′′ より逆元を持つ。また、α ≤ γ ≤ β となる γ ∈ Γをとると

*8 任意の γv ∈ cΓv で h < γv となるということ。
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H ′ 3 h ≤ α ≤ γ ≤ β ≤ g′ ∈ H ′ より γ ∈ H ′′ となる。以上より H ′′ は H ′ を含む最小の凸部分群になってい
るから H = H ′′ より求める主張が成り立つ。

補題 2.21 ([Wed] Lemma 7.1, Proposition 1.20). A 上の付値 v について Γv の凸部分群 H で
cΓv ⊊ H となっているとする。このとき cを v(a)が H で cofinalとなるような a ∈ Aの元全体とすると
き、cは Aのイデアルである。

証明. まず、a ∈ cと b ∈ Aについて v(b) ≤ v(a)であるとき、正整数 nで v(b)n ≤ v(a)n から v(a)が H で
cofinalより v(b)も H で cofinalである。これから、任意の a, b ∈ cについて v(a+ b) ≤ max {v(a), v(b)}か
ら a+ b ∈ cとなる。a ∈ cと b ∈ Aについて ab ∈ cを示す。v(b) ≤ 1のとき v(ab) ≤ v(a)で a ∈ cから上の
議論から ab ∈ cとなる。v(b) > 1のとき、v(b) ∈ cΓv である。cΓv ⊊ H から、ある h ∈ H で h < cΓv < h−1

となるものが取れる。v(a)が H で cofinalなので、ある正整数 nで v(a)n < hとなるから v(a)nh−1 < 1で
ある。v(b) ∈ cΓv < h−1 から v(b)2n < h−1 なので

v(ab)2n = (v(a)v(b))2n = v(a)2nv(b)2n < v(a)nv(a)nh−1 < v(a)n (2.14)

となり、v(a)n も H で cofinalなので v(ab)も H で cofinalになるから ab ∈ cになる。以上より、cは Aの
イデアルになる。

定義 2.22 (cΓv(I)). 付値 v ∈ Spv(A)について Γv の部分群 cΓv(I)を補題 2.19で構成した H を用いて

cΓv(I) :=

{
cΓv (v(I) ∩ cΓv 6= ∅)
H (v(I) ∩ cΓv = ∅)

と定義する。定義から cΓv,H ⊂ Γv であり、補題 2.19から cΓv ⊂ H より cΓv ⊂ cΓv(I) ⊂ Γv が成り立っ
ている。

補題 2.23. v ∈ Spv(A)について以下は同値。

1. Γv = cΓv(I)である。
2. Γv = cΓv または、任意の i ∈ I について v(i)は Γv で cofinalになる。
3. Γv = cΓv または、I のある生成系 T が存在して、任意の t ∈ T で v(t)は Γv で cofinalになる。

証明. (1) =⇒ (2) cΓv(I)の定義からわかる。
(2) =⇒ (1) Γv = cΓv のとき、Γv = cΓv ⊂ cΓv(I) ⊂ Γv より Γv = cΓv(I) となる。Γv 6= cΓv のとき、

cΓv(I) は補題 2.19 の H に等しい。仮定から Γv は補題 2.19 の条件を満たしているので cΓv(I) ⊂ Γv と
cΓv(I)の最大性から Γv = cΓv(I)となる。
(2) =⇒ (3) 明らか。
(3) =⇒ (2) Γv 6= cΓv のとき、cΓv ⊊ Γv であるので補題 2.21から I の生成系が Γv で cofinalなら任意の

i ∈ I で v(i)も Γv で cofinalになる。
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定義 2.24 (Spv(A, I)). 以上の記号 (記法 2.17)を用いて Spv(A)の部分空間として

Spv(A, I) := {v ∈ Spv(A) | Γv = cΓv(I)} (2.15)

と定義する。

定義 2.25 (レトラクション). 写像 r を

r : Spv(A) −→ Spv(A, I)

v 7−→ r(v) := v|cΓv(I)

と定義することができる。さらに、包含写像 ι : Spv(A, I)→ Spv(A)について r ◦ ι = idSpv(A,I) となる。

証明. まず、r(v) = v|cΓv(I) ∈ Spv(A)であるから Γr(v) = cΓr(v)(I)を示せば良い。まず、cΓv ⊂ cΓv(I)に
注意すると

{r(v)(a) | a ∈ A, r(v)(a) ≥ 1} = {v(a) | a ∈ A, v(a) ≥ 1, v(a) ∈ cΓv(I)}
= {v(a) | a ∈ A, v(a) ≥ 1} ∩ cΓv(I)

= {v(a) | a ∈ A, v(a) ≥ 1}

となっているから、特徴部分群の最小性から cΓr(v) = cΓv となる。
v(I) ∩ cΓv 6= ∅ のとき、定義 2.22 から cΓv(I) = cΓv であるから r(v) = v|cΓv(I) = v|cΓv

であるので
r(v)の値域は cΓv になっているから cΓv = Γr(v) となる。よって、値域の制限を考えることで v(I) ∩ cΓv =

r(v)(I)∩cΓv である。上で示した cΓr(v) = cΓv と合わせて ∅ 6= v(I)∩cΓv = r(v)(I)∩cΓv = r(v)(I)∩cΓr(v)

となる。ゆえに定義から cΓr(v)(I) = cΓr(v) であるから、以上のことをまとめて、cΓr(v)(I) = cΓr(v) = cΓv =

cΓv(I) = Γr(v) となる。
v(I) ∩ cΓv = ∅ のときを考える。定義から任意の i ∈ I について v(i) は cΓv(I) で cofinal になっている。

cΓr(v) 6= cΓr(v) となったとする。Γr(v) = cΓv(I)なので任意の i ∈ I について v(i)は Γr(v) で cofinalになっ
ているから、補題 2.23より Γr(v) = cΓr(v)(I)である。以上より r(v) ∈ Spv(A, I)となることが示された。
また、任意の v ∈ Spv(A, I)について Γv = cΓv(I)より r(v) = v|cΓv(I) = v だから r ◦ ι = idSpv(A,I) であ
る。

この空間の中である特定の形の部分集合を取る。

定義 2.26. Aの元 f1, . . . , fr, g が I ⊂
√
(f1, . . . , fr)となるとき、Spv(A, I)の部分集合 U を

U := {v ∈ Spv(A, I) | v(f1) ≤ v(g) 6= 0, . . . , v(fr) ≤ v(g) 6= 0} (2.16)

と定義する。この形の部分集合は位相の定義から Spv(A, I)の開集合であり、これら全体をR と書くこと
とする。

spectral spaceについて考えるときに扱うことになる構成可能集合についてまとめる。
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定義 2.27. 位相空間 X について、X の部分集合 C が構成可能 (constructible) であるとは、ある quasi-

compactな集合 U と V によって C = U ∪ (X \ V )となることである。C が副構成可能 (pro-constructible)

であるとは、構成可能集合の和集合になっているもののことである。

事実 2.28 ([Hu93] Remark 2.1). X を spectral space とし、T を副構成可能集合とするとき、次が成り
立つ。

1. T は quasi-compactである。
2. X の開集合が構成可能集合であることと、quasi-compactであることは同値である。

以上を踏まえて次の事実がある。

事実 2.29 ([Hu93] Proposition 2.6). Spv(A, I)とR について次が成り立つ。

1. Spv(A, I)は spectral spaceになる。
2. R は Spv(A, I) の有限交叉で閉じた開基になり、R の元は Spv(A, I) で構成可能集合である。(と
くにR の元は quasi-compactである)

3. レトラクション r : Spv(A)→ Spv(A, I)はR の元をR に移し合う。
4. v ∈ Spv(A)が v(I) 6= {0}のとき r(v)(I) 6= {0}となる。

3 Continuous valuations of Huber rings

Huber ringから得られる空間の点として採用する連続付値という概念を定義する。

3.1 連続付値

定義 3.1 (連続付値). Aを Huber ringとして、v : A→ Γv ∪ {0}を A上の付値とする。v が A上の連続
付値 (continuous valuation)であるとは、任意の γ ∈ Γv についてある 0 ∈ Aの開近傍 U が存在して任意の
u ∈ U で v(u) < γとなることである。すなわち、位相環であることから v−1([0, γ)) = {a ∈ A | v(A) < γ}
が Aの開集合になることである。
このとき A上の連続付値全体を Cont(A)で表し、Spv(A)の相対位相を入れる。

注意 3.2. v が連続付値であるとは、Γv ∪ {0}に [0, γ)という形から得られる位相を入れたとき、v が連続写
像になることと言い換えることが出来る。

定義 3.3. f : A → B を Huber ring の間の連続準同型であるとする。任意の v ∈ Cont(B) ⊂ Spv(B)に
ついて定義 2.12で定義した通り Spv(f)(v) = v ◦ f ∈ Spv(A)が取れる。このとき Spv(f)(v)は A上の連
続付値である。とくに Spv(f) の Cont(A) への制限 Cont(f) := Spv(f)|Cont(B) を取ると Spv(f) の連続
性から連続写像 Cont(f) : Cont(B)→ Cont(A)を得る。
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注意 3.4 ([Mur] Goal 1.2). とくに離散環 Aを取るとその上の付値は常に連続だから Spv(A) = Cont(A)

となる。すなわち、

(Ring)op (HubRing)op (Top)

(SpecSp)

Spv

Cont

Cont

という関係がある。

Huber ringAに対して Cont(A)を定義 2.24を用いて表すことが出来る。まず、A◦◦ · Aが記法 2.17のイ
デアル I の条件を満たしていることを示す。

補題 3.5. Huber ringA について、A の有限集合 T をとる。まず、A の任意の定義イデアル I について
√
A◦◦ ·A =

√
I ·A となる。また、T ·Aが Aの開集合⇐⇒ A◦◦ ·A ⊂

√
T ·A が成り立つ。

証明.
√
A◦◦ ·A =

√
I ·A を示す。

√
I ·A の任意の元 a を取ると、ある正整数 n で an ∈ I · A であり、

I ⊂ A◦◦ だからその有限個からなる生成系について考えて十分大きい冪を取ると a ∈
√
A◦◦ ·A であるこ

とがわかる。逆に、I が開集合だから任意の A◦◦ の元 a について、ある正整数 n で an ∈ I となるので
A◦◦ ⊂

√
I ·Aとなる。Aの根基イデアルになることに注意すれば

√
A◦◦ ·A ⊂

√
I ·Aがわかる。

(⇒) 任意の A◦◦ · A の元 a を取ると、ある A の元 a1, . . . , an と A◦◦ の元 α1, . . . , αn が存在して a =

a1α1 + · · ·+ anαn と書ける。T · Aが開集合より、十分大きい正整数 Ni によって αNi
i ∈ T · Aとなるので、

さらに十分大きい冪 aN は T ·Aに含まれるから A◦◦ ·A ⊂
√
T ·Aとなる。

(⇐) 最初に示したとおり
√
A◦◦ ·A =

√
I ·A であるので A◦◦ · A ⊂

√
T ·A の両辺で根基を取ると

√
I ·A =

√
A◦◦ ·A ⊂

√√
T ·A =

√
T ·Aとなる。I は有限生成であるのでその生成系について十分大きい

冪を取れば、ある正整数 N で IN ⊂ T ·Aとなるので T ·Aは Aで開集合になる。

定理 3.6. Aを Huber ringとするとき、

Cont(A) = {v ∈ Spv(A,A◦◦ ·A) | ∀a ∈ A◦◦, v(a) < 1} (3.1)

が成り立つ。記法 2.17の仮定を A◦◦ · Aが補題 3.5で示したとおり満たしているので Spv(A,A◦◦ · A)は
定義できている。

証明. ⊂を示す。 任意の Cont(A)の元 wを取る。まず w ∈ Spv(A,A◦◦ ·A)を示す。任意の A◦◦ の元 aと
任意の γ ∈ Γw を取る。w の連続性から {α ∈ A | w(α) < γ} は A の開集合であるので limn→∞ an = 0 よ
り、ある正整数 nで an ∈ {α ∈ A | w(α) < γ}となる。よって w(a)n < γ から w(a)は Γw で cofinalにな
る。A◦◦ ·Aの生成系 A◦◦ の元 aについて w(a)が Γw で cofinalであることが示されたので、補題 2.23より、
Γw = cΓw(A

◦◦ · A)であるから w ∈ Spv(A,A◦◦ · A)となる。とくに、γ = 1 ∈ Γw を取ると、上で示したと
おり任意の a ∈ A◦◦ について、ある正整数 N が存在して w(a)N < 1となるので w(a) < 1より、wは右辺の
集合に含まれる。
⊃を示す。 右辺の集合に含まれる v を取る。

26



まず、任意の a ∈ A◦◦ について v(a) が Γv で cofinal になることを示す。v ∈ Spv(A,A◦◦ · A) なので、
Γv = cΓv(A

◦◦ · A)である。Γv 6= cΓv のときは補題 2.23から、任意の a ∈ A◦◦ ⊂ A◦◦ · Aについて v(a)は
Γv で cofinal であるのでよい。Γv = cΓv であるときを考える。任意の a ∈ A◦◦ と任意の γ ∈ Γv について、
γ ≥ 1のときは v(a) < 1 ≤ γ となるのでよい。γ < 1のときを考える。γ ∈ Γv = cΓv であり、cΓv は (Γv)≥1

で生成される部分群 {v(t)v(t′)−1 ∈ Γv | t, t′ ∈ A, v(t), v(t′) ≥ 1} から生成される凸部分群であるので、補
題 2.20から、ある Aの元 tと t′ で v(t′)v(t)−1 ≤ γ < 1となる。v(t′) ≥ 1より、v(t)−1 ≤ γ < 1となる。こ
こで、a ∈ A◦◦ から、n→∞で tan → 0であるので、A◦◦ が Aで開集合なので、ある正整数N で taN ∈ A◦◦

となる。したがって、v の仮定から v(t)v(a)N = v(taN ) < 1であるので、v(a)N < v(t)−1 ≤ γ となるので、
v(a)は Γv で cofinalになる。
この帰結を用いて v が連続になることを示す。A が Huber ring であるので、ある有限集合 T と A の
部分集合 U で T · U = U2 ⊂ U で {Un | n ∈ Z+} が 0 ∈ A の基本近傍系になるものが取れる。まず、
0 ∈ A の基本近傍系であるので、U ⊂ A◦◦ となるから、v の仮定より任意の u ∈ U で v(u) < 1 とな
る。T が有限集合なので、h := max{v(t) | t ∈ T} がとれる。T ⊂ U ⊂ A◦◦ から、上で示したことよ
り v(h) が Γv で cofinal であるので、任意の γ ∈ Γv について、ある正整数 n で hn < γ となる。ゆえに、
(v(T ))n = {v(t1) · · · v(tn) | t1, . . . , tn ∈ T}の任意の元について、hの定義から v(t1) · · · v(tn) ≤ hn < γ と
なる。よって、任意の Un+1 = Tn ·U の元 aを取ると、aは T の n個の元からなる積と U の元の積の有限和
であるので、hn < γ と合わせて v(a) < γ となる。したがって Un+1 ⊂ {a ∈ A | v(a) < γ} であるので Aに
おける開集合になるから v は連続である。以上より等号が示された。

系 3.7. Cont(A)は Spv(A,A◦◦ ·A)の閉集合になる。とくに事実 2.29から Cont(A)は spectral spaceで
ある。

証明. Cont(A) の補集合を考えると、Spv(A,A◦◦ · A) \ Cont(A) = {v ∈ Spv(A,A◦◦ · A) | ∃a ∈ A◦◦} =

∪a∈A◦◦{v ∈ Spv(A,A◦◦ ·A) | v(1) ≤ v(a)} となり、{v ∈ Spv(A,A◦◦ ·A) | v(1) ≤ v(a)}は Spv(A,A◦◦ ·A)

で開集合なので Cont(A)は閉集合になる。

以上の命題を用いて、Cont(A)ではなく、その中の Spa(A,A+)というものを定義するための準備をする。

定義 3.8. Aを Huber ringとする。

FA :=

{⋂
a∈S

{v ∈ Cont(A) | v(a) ≤ 1}

∣∣∣∣∣ S ⊂ A

}
(3.2)

GA := {A+ ⊂ A | A+は Aの整閉な開部分環} (3.3)

という集合族を定義する。

注意 3.9. とくに命題 1.15から A◦ ∈ GA となる。

これらFA と GA の間に一対一の対応がある。
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定理 3.10. Huber ringAに対して次が成り立つ。

1. GA とFA の間の包含関係を逆にする写像

σ : GA −→ FA

G 7−→ {v ∈ Cont(A) | ∀g ∈ G, v(g) ≤ 1}
τ : FA −→ GA

F 7−→ {a ∈ A | ∀v ∈ F, v(a) ≤ 1}

は互いに逆写像になっている。とくに GA とFA には一対一の対応がある。
2. G ∈ GAであってG ⊂ A◦となるものを取る。このとき任意の v ∈ Cont(A)は σ(G)の元の vertical

specializationになる。すなわち、ある Γv の凸部分群 H が存在して v/H ∈ σ(G)となる。とくに
σ(G)は Cont(A)で稠密になる。

3. A が Tate かつ Noether な定義環を持つとき、(2) の逆が成り立つ。すなわち、G ∈ GA について
σ(G)が Cont(A)で稠密なら G ⊂ A◦ となる。

証明. (1) σ ◦ τ = idFA
を示す。 FA の元 F = ∩a∈S{v ∈ Cont(A) | v(A) ≤ 1}を取る。ただし S は A

のある部分集合である。すると、τ(F ) = {a ∈ A | ∀v ∈ Fv(a) ≤ 1} と σ ◦ τ(F ) = {v ∈ Cont(A) | ∀g ∈
τ(F ), v(g) ≤ 1)}である。任意の v ∈ F について任意の g ∈ τ(F )について v ∈ F から v(g) ≤ 1であるので
F ⊂ σ ◦ τ(F )である。逆に任意の v ∈ σ ◦ τ(F )を取ると、任意の g ∈ τ(F )で v(g) ≤ 1となる。とくに S を
1以下にするような付値によって 1以下になる Aの元全体が τ(F )なので S ⊂ τ(F )から、任意の a ∈ S で
v(a) ≤ 1となるので v ∈ F になるから σ ◦ τ(F ) ⊂ F となるので σ ◦ τ(F ) = F となる。
τ ◦ σ = idGA

を示す。 G ∈ GA を取ると、τ ◦ σ(G)は Gの元を全部 1以下にするような付値によって 1

以下になるような Aの元であるので、とくに G ⊂ τ ◦ σ(G)となる。
G ⊊ τ ◦ σ(G)となったとして矛盾を導く。([Mur] FIGURE 5に以下の証明に関する図がある) このとき、
ある a ∈ τ ◦σ(G) \Gが取れる。もし aが冪零だったらある正整数 nで an = 0 ∈ Gであり、Gが整閉なので
a ∈ Gとなって矛盾する。ゆえに零環ではない A[a−1]の部分環 G[a−1]が取れる。もし a ∈ G[a−1]となった
とすると aが G上整になるので Gの整閉性から a ∈ Gとなり、a /∈ Gに反するので a /∈ G[a−1]である。し
たがって、ある G[a−1]の素イデアル pであって a−1 ∈ pとなるものが取れる。qを pに含まれる G[a−1]の
極小素イデアルとする。ここで体 K := Frac(G[a−1/q])の中に局所部分環 (G[a−1]/q)p/q があるから、これ
を支配する K における付値環 R が存在する。すなわち、(G[a−1]/q)p/q ⊂ R ⊂ K かつ p/q ⊂ mR となる。
この Rに関する乗法付値 s′ : K → Γ1 ∪ {0}を取ると可換図式
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p/q mR

G[a−1] G[a−1]/q (G[a−1]/q)p/q R (Γ1)≤1 ∪ {0}

K = Frac(G[a−1]/q) Γ1 ∪ {0}

s

dominant s′

s′

によってG[a−1]上の付値 sが取れる。ここで s′は体K における付値環Rに対応する付値なので Supp(s′) =

{0} ⊂ K であることに注意すると Supp(s) = qとなる。さらに G ⊂ G[a−1] ⊂ Rかつ p/q ⊂ mR より、任意
の g ∈ Gで s(g) ≤ 1かつ任意の x ∈ pで s(x) < 1である。とくに a−1 ∈ pから s(a−1) < 1となる。
ここで今度は G[a−1]q ↪→ A[a−1]q を考える。A[a−1]q は零環ではないので、素イデアルが存在し、それら
は G[a−1] \ q ⊂ A[a−1]と共通部分を持たない A[a−1]の素イデアルと一対一に対応している。ここでそのよ
うな素イデアル q̃ ⊂ A[a−1]を取ると、そのG[a−1]q への引き戻し q̃∩G[a−1]はG[a−1]q の素イデアルになっ
て、次のような対応をしている。

G[a−1] A[a−1] q̃ ∩G[a−1] q̃

G[a−1]q A[a−1]q q̃A[a−1]q ∩G[a−1]q q̃A[a−1]q

このとき、q̃ ∩ G[a−1] は G[a−1] の素イデアルであって q に含まれるものに対応しているから、q の極
小性より q̃ ∩ G[a−1] = q となっている。ゆえに、単射 G[a−1]/q ↪→ A[a−1]/q̃ が取れるから、体拡大
K = Frac(G[a−1]/q) ↪→ L := Frac(A[a−1]/q̃) が得られる。ここで、K の付値環 R について、R ⊂ L と
みなせるから、これを支配する L の付値環 R′ が取れる。すると、K 上の付値 s′ はこの R′ に対応する
L = Frac(A[a−1]/q̃)上の付値 t′ : L→ Γ2 ∪ {0}に延長される。すると、

G[a−1] G[a−1]/q R K = Frac(G[a−1]/q) Γ1 ∪ {0}

A[a−1] A[a−1]/q̃ R′ L = Frac(A[a−1]/q̃) Γ2 ∪ {0}

A

s

dominant

s′

t

t′

u:=t|A

という延長ができるので G[a−1] 上の付値 s の A[a−1] への延長 t が取れて、A への制限を取って A 上の付
値 u := t|A が取れる。まず、a−1 ∈ R と t|R = s|R から t(a−1) = s(a−1) < 1 なので t(a) > 1 に注意する
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と a ∈ A ⊂ A[a−1] から u(a) = t(a) なので u(a) > 1 となる。さらに任意の g ∈ G について G ⊂ R かつ
G ⊂ Aから u(g) = t(g) = s(g) ≤ 1となる。
ここで、u について cΓu ⊂ cΓu なので命題 2.14 から v := u|cΓu

: A −→ cΓu は A 上の付値になる。ここ
で、u(a) > 1より u(a) ∈ cΓu から v(a) = u(a) > 1となる。さらに任意の g ∈ Gで v(g) ≤ 1となる。
v ∈ Cont(A)を示す。定理 3.6から

(a) v ∈ Spv(A,A◦◦ ·A)

(b) ∀x ∈ A◦◦ に対して v(x) < 1

が示されれば良い。(a)については Γv = cΓu であり、任意の α ∈ Aで u(α) ≥ 1と v(α) ≥ 1が同値であるか
ら、それらを含む最小の凸部分群も同じになるので cΓu = cΓv となる。ゆえに Γv = cΓv から補題 2.23より
Γv = cΓv(A

◦◦ · A)なので v ∈ Spv(A,A◦◦ · A)となる。(b)については任意の x ∈ A◦◦ について n → ∞で
axn → 0なので Gが Aで開であることから、ある正整数 nが存在して axn ∈ Gとなる。ゆえに、示したこ
とから u(axn) ≤ 1と v(a) > 1より、v(x)n ≤ v(a)−1 < 1となるので v(x) < 1となる。
以上より v ∈ Cont(A)となる。よって v ∈ σ(G)であるが、v(a) > 1から a /∈ τ ◦ σ(G)より、aのとり方
に矛盾する。ゆえに G = τ ◦ σ(G)となる。
以上より σ と τ は互いに逆写像であることがわかり、とくに GA とFA は包含関係を逆にする一対一対応
を持つ。
(2) v ∈ Cont(A)を任意に取る。
Supp(v)が Aで開であるとき。 このときは v/Γv : A → Γv/Γv ∪ {0} = {0, 1}を取ると、v(a) 6= 0なら

v/Γv(a) = 1であって、v(a) = 0なら v/Γv(a) = 0となる。とくに {a ∈ A | v/Γv(a) < 1} = Supp(v)は A

で開であるので v/Γv ∈ Cont(A)となる。任意の g ∈ Gについて v/Γv(g) ≤ 1であるから v/Γv ∈ σ(G)と
なる。
Supp(v) が A で開でないとき。 A◦◦ は A で開集合であるので、とくに A◦◦ ⊈ Supp(v) である。よっ
て、ある a ∈ A◦◦ が存在して v(a) > 0 となる。とくに v ∈ Cont(A) から定理 3.6 より 0 < v(a) < 1 と
なる。H ⊂ Γv を v(a) /∈ H となる Γv における最大の凸部分群とすると、w(a) 6= 1 ∈ Γv/H であるから
Γv/H ∪ {0} 6= {1, 0} である。もし Γv/H が最小元 γ を持ったとすると、自明な群でないことからとくに
γ < 1である。すると γ2 < γ となり、最小性に反する。したがって Γv/H は最小元を持たない。標準的な射
を π : Γv → Γv/H とおくと Γv/H の任意の元は、ある γ ∈ Γv によって π(γ)と書ける。0 6= δ′ < π(γ)が存
在していることが、Γv/H が最小元を持たないことからわかり、w = π ◦ v となっているので

{a ∈ A | w(a) < π(γ)} =
⋃

0 ̸=δ′<π(γ)

{a ∈ A | w(a) ≤ δ′} =
⋃

0 ̸=π(δ)<π(γ)

{a ∈ A | w(a) ≤ π(δ)}

⊃
⋃

0 ̸=π(δ)<π(γ)

{a ∈ A | v(a) ≤ δ} ⊃
⋃

0 ̸=π(δ)<π(γ)

{a ∈ A | v(a) < δ}

となるから v の連続性からこれは Aの開集合になるので w は Cont(A)に含まれる。
任意の g ∈ Gで w(g) ≤ 1となることを示す。もしそうでなかったとすると、ある g ∈ Gで w(g) > 1とな
るものが取れる。
まず、Γw = Γv/H が階数 1になることを示す。すなわち、Γv/H は非自明な凸部分群を持たないことを示
す。単位群ではない Γv/H の凸部分群H を任意に取る。すると、この Γv への引き戻し H ′ := π−1(H )は
H を含む部分群である。さらに α ∈ Γv であって、ある γ, δ ∈ H ′ によって γ ≤ α ≤ δ となるとき、π は順序
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を保つのでH 3 π(γ) ≤ π(α) ≤ π(δ) ∈ H となり、H は凸部分群であるので π(α) ∈ H から α ∈ H ′ と
なる。ゆえに H ′ = π−1(H )は Γv の凸部分群である。H 6= {H} ⊂ Γv から H ⊊ H ′ となる凸部分群であ
ることから、H の最大性より v(a) ∈ H ′ となる。したがって w(a) ∈ H である。上で示した w の連続性と
a ∈ A◦◦ から注意 3.2の位相に関して n→∞で w(a)n → 0 ∈ Γv/H となるので以下の図のように考える。

図 2: 単位群ではない凸部分群H ⊂ Γv/H は全体に一致する。

任意の γ ∈ (0, 1] ⊂ Γv/H について [0, γ) ⊂ Γv/H が 0 の開近傍であるので十分大きい正整数 N で
w(a)N ∈ [0, γ) となる。w(a)N ∈ Γv/H から w(a)N 6= 0 より w(a)N ∈ (0, γ) なので w(a)N < γ ≤ 1 よ
り H が凸部分群であることから γ ∈ H となる。したがって (0, 1] ⊂ H であるから、H が群なので
Γv/H = H である。ゆえに Γv/H は非自明な凸部分群は存在しないので階数 1である。
階数 1 なので Γw = Γv/H は R+ に埋め込めるから、w(a) 6= 0 と w(g) > 1 から十分大きい正整数 n で

w(gna) = w(g)nw(a) > 1となる。一方、a ∈ A◦◦ と G ⊂ G◦ から g ∈ A◦ と命題 1.15から A◦◦ が A◦ のイ
デアルになっていることより gna ∈ A◦◦ となる。w ∈ Cont(A)から定理 3.6より w(gna) < 1となるので矛
盾する。したがって任意の g ∈ Gで w(g) ≤ 1から w = v/H ∈ σ(G)となる。
とくに命題 2.14より v ∈ {v/H} ⊂ σ(G)から σ(G) = Cont(A)より Cont(A)で σ(G)は稠密である。
(3) 省略。

3.2 Huber pairと adic spectrum

Cont(A)ではなくて、その中の F ∈ FA に制限して考えたい。しかし、Cont(A)と十分近いものを考えた
いため、F が Cont(A)で稠密なものであると良い。これを踏まえて定理 3.10(2)から G := τ(F )は A◦ に含
まれていてほしい。これから、次のような整元環という対象を考える。

定義 3.11 (整元環・Huber pair). Aを Huber ringとする。

1. A の開部分環 A+ が A の中で整閉かつ A+ ⊂ A◦ のとき A+ を A の整元環 (ring of integral

elements)という。Aとその整元環 A+ の組 (A,A+)を Huber pair*9という。
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2. Huber pair(A,A+)がそれぞれ adic、Tate、完備であるとは、Huber ringAがそれぞれ adic,Tate,

完備であることである。
3. Huber pair(A,A+) と (B,B+) の間の射 f : (A,A+) → (B,B+) とは f : A → B という環準同型
であって f(A+) ⊂ B+ となるものである。Huber pairの間の射 f : (A,A+) → (B,B+)がそれぞ
れ連続、adicであるとは f : A→ B がそれぞれ連続、adicとなることである。

scheme論における環のスペクトラムにあたる、adic空間を構成するときに張り合わせることになる空間を
以下のように定義する。

定義 3.12 (adic spectrum). Huber pair(A,A+)について定理 3.10で得られる σ(G) ⊂ Cont(A)を改
めて

Spa(A,A+) := {v ∈ Cont(A) | ∀a ∈ A+, v(a) ≤ 1} (3.4)

と書き、相対位相を入れて、これを adic spectrumという。

定義 3.13. 連続射 f : (A,A+) → (B,B+)について定義 3.3で得られる Cont(f) : Cont(B) → Cont(A)

によって f(A+) ⊂ B+ から制限することで Spa(f) : Spa(B,B+)→ Spa(A,A+)を得ることが出来る。

命題 3.14. Aを Huber ringとする。Aの部分環 B を Z · 1 +A◦◦ の Aにおける整閉包と定義する。この
とき B は Aの整元環のなかで最小のものであって、Cont(A) = Spa(A,B)となる。

証明. まず、A◦◦ ⊂ B から B は Aの開部分環であって、整閉包を取っていることから Aで整閉なので B は
Aの整元環になる。Aの任意の整元環 A+ について、任意の x ∈ A◦◦ に対して A+ が Aで開集合だから、あ
る正整数 n で xn ∈ A+ であって、A+ は整閉だから x ∈ A+ なので A◦◦ ⊂ A+ より Z · 1 + A◦◦ ⊂ A+ と
なる。A+ は Aで整閉だから、両辺の Aにおける整閉包をとれば B ⊂ A+ となるので B は最小の整元環で
ある。
Spa(A,B) ⊂ Cont(A)は定義から明らか。逆に任意の v ∈ Cont(A)をとると、定理 3.6から任意の a ∈ A◦◦

について v(A) < 1なので強三角不等式を用いて v(Z · 1 + A◦◦) ⊂ (Γv ∪ {0})≤1 となる。任意の B の元 bは
Z · 1 + A◦◦ 上整なので、ある α0, . . . , αn−1 ∈ Z · 1 + A◦◦ が存在して bn + αn−1b

n−1 + · · · + α1b+ α0 = 0

となる。ゆえに上で示したことと合わせて

v(b)n = v(−αn−1b
n−1−· · ·+α1b−α0) ≤ max{v(b)kv(αk) | k = 0, . . . , n−1} ≤ max{v(b)k | k = 0, . . . , n−1}

(3.5)

より、ある正整数 m で v(b)m ≤ 1 なので v(b) ≤ 1 であるる。よって v ∈ Spa(A,B) から Cont(A) ⊂
Spa(A,B)となるのでこれらの集合は一致する。

定義 2.26をあらためて Spa(A,A+)において定義する。

*9 [Hu93]では、この組を affinoid ringと呼んでいる。
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定義 3.15 (有理集合). Huber pair(A,A+)をとる。Aの有限集合 T1, . . . , Tn であって Ti · Aが Aで開集
合であるものをとる。さらに Aの元 s1, . . . , sn を任意に取る。このとき Spa(A,A+)の部分集合を

R

(
T1

s1
, . . . ,

Tn

sn

)
:=

n⋂
i=1

{v ∈ Spa(A,A+) | ∀t ∈ Ti, v(t) ≤ v(si) 6= 0} (3.6)

と定義する。これを Spa(A,A+) の有理集合 (rational subset) という。とくに定義 2.7 の位相の入れ方か
ら有理集合はすべて Spa(A,A+)の開集合になる。

事実 2.29と同様のことが Spa(A,A+)についても成り立つ。

事実 3.16 ([Hu93] Theorem 3.5). Huber pair(A,A+)について次が成り立つ。

1. Spa(A,A+)は spectral spaceである。
2. Spa(A,A+)において有理集合全体は開基になる。さらに、有理集合は Spa(A,A+)で構成可能集合
である。(とくに有理集合は quasi-compactである)

3. Spa(A,A+)の有理集合 U は、ある Aの元 sと有限集合 T ⊂ Aで T · Aが Aで開になるものが存
在して、U = R (T/s)となる。

注意 3.17. とくに Tateな Huber pair(A,A+)について事実 3.16(3)から、Spa(A,A+)の任意の有理集合は、
ある s, t1, . . . , tr ∈ Aで (t1, . . . , tr) = Aとなるものが存在して R ({t1, . . . , tr} /s)と表せる。

3.3 analytic point

Spa(A,A+)の点に関する良い性質として次の「解析的」というものがある。

定義 3.18 (解析的). Spa(A,A+)の元 xが解析的 (analytic)であるとは、Aの素イデアル Supp(x)が Aで
開集合ではないことである。解析的でない点を非解析的 (non-analytic)であるという。
このとき Spa(A,A+)a によって、Spa(A,A+) の解析的な点全体の集合を表し、非解析的な点全体を

Spa(A,A+)na と表す。とくに同様にして Cont(A)a なども定義する。

解析的という性質は「解析的」という言葉に即した形で次のように言い換えることも出来る。

命題 3.19. x ∈ Spa(A,A+)について次は同値である。

1. xは非解析的である。
2. (A \ Supp(x)) ∪ {0}で 0は孤立点になる。

非解析的であることは解析的でないことであり、孤立点であることは集積点でないことであるので次は同
値である。
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1. xは解析的である。
2. (A \ Supp(x)) ∪ {0}で 0は集積点になる。

証明. x ∈ Spa(A,A+)が非解析的であるとは、Supp(x)が Spa(A,A+)で開集合となっていることだから、以
下の図のように、0 ∈ Aを覆うような開近傍として Supp(x)を取り除くことができる。すると A\Supp(x)は
閉なので、Supp(x)の外側から 0 ∈ (A\Supp(x))∪{0}に近づくことができないから、0は (A\Supp(x))∪{0}
で孤立点になる。

図 3: 非解析的な点 xについて (A \ Supp(x)) {0}で {0}は孤立点になる。

逆を示すためには対偶を考えて、解析的であるなら 0が集積点になることを示せば良い。Aの定義イデアル I

を一つ固定する。x が解析的だから、Supp(x) が開ではないので、任意の正整数 n について In ⊈ Supp(x)

となっている。すると、正整数 n について In \ Supp(x) 6= ∅ から、以下の図のように Supp(x) 外側から
0 ∈ (A\Supp(x))∪{0}に近づくことが出来る。故に 0は (A\Supp(x))∪{0}において集積点になっている。

図 4: 解析的な点 xについて (A \ Supp(x)) {0}で {0}は集積点になる。
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命題 3.20. Huber pair(A,A+)の解析的点と非解析的点について次が成り立つ。

1. Spa(A,A+)a は Spa(A,A+) の開集合である。とくに Spa(A,A+)na は Spa(A,A+) の閉集合に
なる。

2. Aが Tateのときは Spa(A,A+) = Spa(A,A+)a となる。
3. Aが離散環のときは Spa(A,A+) = Spa(A,A+)na となる。

証明. (1) Aの定義イデアル I とその有限個からなる生成系 T を取る。とくに I ⊂ T ·Aより T ·Aは Aの
開集合である。このとき、v ∈ Spa(A,A+)について Supp(v)が Aの素イデアルであることに注意すると

Supp(v) ∈ Spa(A,A+)na ⇔ ∃n ∈ Z+, In ⊂ Supp(v)⇔ I ⊂ Supp(v)⇔ ∀t ∈ T, v(t) = 0 (3.7)

であるから、
Spa(A,A+)a = {v ∈ Spa(A,A+) | ∃t ∈ T, v(t) 6= 0} (3.8)

となる。T が有限集合だから {v(t) | t ∈ T}の中の最大元を考えることで、Spa(A,A+) = ∪t∈TR (T/t) とな
るから解析的点全体は Spa(A,A+)で開集合になる。Spa(A,A+)na = Spa(A,A+) \ Spa(A,A+)a より非解
析的点全体は閉集合になる。
(2) Supp(v)が Aで開であるとき、ある pseudo-uniformizers ∈ A× が存在して s ∈ Supp(v)となるから、

Supp(v) = Aとなって、素イデアルであることに反する。ゆえに、Supp(v)が開であるような v ∈ Spa(A,A+)

は存在しないので Spa(A,A+) = Spa(A,A+)a となる。
(3) 任意の v ∈ Spa(A,A+)に対して、離散位相であることから Supp(v)は Aの開集合であるので v は非
解析的である。

Spa(A,A+)a における specializationは次のようにわかりやすい形になる。

命題 3.21. Spa(A,A+)a の点は Spa(A,A+)a において真の horizontal specialization を持たない。すな
わち、ある Γv の cΓv を含む凸部分群H によって得られる v|H が Spa(A,A+)a に含まれるとき、v = v|H
となる。(H = Γv となるということ) とくに事実 2.16 から、Spa(A,A+)a の中での specialization は
vertical specializationのみである。

証明. ある Γv の cΓv を含む凸部分群H による v|H ∈ Spa(A,A+)をとる。Supp(v|H) = {a ∈ A | v|H(a) =

0} = {a ∈ A | v(a) /∈ H} である。ここで、H 6= Γv とすると γ ∈ Γv \ H という元が取れる。必要な
ら γ−1 ∈ Γv \ H に取り替えることで γ < 1 としてよい。任意の v(a) < γ となる a ∈ A について、もし
a /∈ Supp(v|H)となったとすると v(a) ∈ H から、H 3 v(a) < γ < 1 ∈ H となり、H が凸部分群なので γ ∈ H

となるが、これは γ のとり方に矛盾する。ゆえに a ∈ Supp(v|H)から {a ∈ A | v(a) < γ} ⊂ Supp(v|H)であ
り、v の連続性から {a ∈ A | v(a) < γ}は 0 ∈ Aの開近傍なので、それを含む Supp(v|H)は Aの開集合であ
る。ゆえに v|H ∈ Spa(A,A+)na であるから、v|H ∈ Spa(A,A+)a ならH = Γv なので v|H = v となるから、
v は Spa(A,A+)a の中で真の horizontal specializationを持たない。
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命題 3.22. 任意の x ∈ Spa(A,A+)a について rank(Γx) ≥ 1 である。さらに、「rank(Γx) = 1 ⇐⇒
xは Spa(A,A+)a で maximal point *10」が成り立つ。

証明. 対偶を示す。rank(Γx) = 0は Γx = {1}ということなので、x : A→ {0, 1}となっている。xの連続性
から {a ∈ A | x(a) < 1} = Supp(x)は Aの開集合であるので x ∈ Spa(A,A+)na である。
必要十分条件を示す。Spa(A,A+)a の中で x ∈ {y}となったとすると、xは y の specializationなので、命
題 3.21 より x は y の vertical specialization だから、ある凸部分群 H ⊂ Γv で y = x/H となる。ここで、
rank(Γx) = 1 は Γx の凸部分群 H は H = {1} または H = Γx のみであることであるから、y = x/H の
H について H = {1}または H = Γx となる。もし H = Γx となったとすると y : A → {0.1}なので、最初
の証明と同様に y /∈ Spa(A,A+)a となるので Spa(A,A+)a における x の specialization になっていないか
ら y = x/ {1} = x となるので x は maximal point である。逆に、任意の Γx の凸部分群 H について x の
specializationx/H は Supp(x/H) = Supp(x) ∈ Spa(A,A+)a より、仮定から x/H = x となる。ゆえに H

は 1以外に元を含んではならないため、H = {1}だから rank(Γx) = 1となる。

環のスペクトラムが空集合であるための必要十分条件と同様のことが adic spectrumについて成り立つ。

命題 3.23. (A,A+)を Huber pairとする。Aのある定義イデアル I を固定すると {0} = ∩n∈Z+In より、
{0}は Aのイデアルになっている。よって、剰余環 A/{0}が定義できて、これに A→ {0}による商位相
を入れることで A/{0}は Huber ringになる。このとき次が成り立つ。

1. Spa(A,A+) = ∅ ⇐⇒ A/{0} = 0。
2. Spa(A,A+)a = ∅ ⇐⇒ A/{0}が離散環になる。

証明. (⇐) {0} ⊂ A◦◦ ⊂ A+ より、A/{0}の整元環として A+/{0}が取れる。そこで、A→ A/{0}から得
られる次の写像

Spa(A/{0}, A+/{0}) −→ Spa(A,A+) (3.9)

v 7−→ (A→ A/{0} v−→ Γv ∪ {0}) (3.10)

を考える。ここで、v ∈ Spa(A,A+)の連続性から v(I)n → 0(n→∞)より v({0}) = 0となるから、この写
像は全単射になる。したがって、零環は付値を持たないことと、命題 3.20(3)より、離散環は解析的点を持た
ないことから、(1)と (2)の (⇐)の方向は成り立つことがわかる。
(1)(⇒) (2)を用いて示す。Spa(A,A+) = ∅なら、とくに Spa(A,A+)a = ∅なので (2)より A/{0}は離
散的である。とくに商位相を入れているから {0}は Aの開集合になる。もし A/{0}が素イデアル pを持った
とすると、

*10 真の genrization を持たないこと。すなわち、x が maximal point であるとは x ∈ {y} ならば x = y となること。これは環の
スペクトラムにおいては極小素イデアルと対応する。
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v : A −→ A/{0} −→ (A/{0})/p −→ Frac((A/{0})/p) −→ {0, 1} (3.11)

a 7−→

{
0 (a = 0)

1 (a 6= 0)
(3.12)

としてA上の付値 vを定義できる。とくに Γv ∪{0} = {0, 1}より v(A+) ≤ 1である。さらに、γ ∈ Γv = {1}
から、{a ∈ A | v(a) < γ = 1} = Supp(v) = {0} は A で開集合だったので v は連続でもあるから
v ∈ Spa(A,A+)となる。これは Spa(A,A+) = ∅という仮定に矛盾しているので A/{0}は素イデアルを持た
ない。ゆえに A/{0} = 0となる。
(2)(⇒) Aの定義環 B とその定義イデアル I ⊂ B を一つ固定する。まず次を示す。

(a) p ∈ Spec(B)について、ある q ∈ Spec(B)で p ⊂ qかつ I ⊂ qのとき、I ⊂ pとなる。*11

(a)を示す。
I ⊈ pなら Spa(A,A+)a 6= ∅となることを示せば良い。定理 3.10(1)の証明のように付値を構成していく。
まず、p ∈ Spec(B)についてK := Frac(B/p)をとる。すると、p ⊂ qより、K の中の局所環 (B/p)q/p につ
いて、あるK 上の付値 uで (B/p)q/p を支配するものが存在する。すなわち、uのK における付値環 Rとそ
の極大イデアル mについて (B/p)q/p ⊂ Rかつ q/p ⊂ mとなる。B → B/p→ Frac(B/p) = K

u−→ Γu ∪ {0}
による B 上の付値も以下のように同様に uと書くことにする。

B B/p (B/p)q/p R

K = Frac(B/p) Γu ∪ {0}

u

dominant

u

とくに Supp(u) = p ⊂ B となる。ここで、定義イデアルとして取ってきた I について定義 2.25で定義した
レトラクション r : Spv(B)→ Spv(B, I)によって r(u) = u|cΓv(I) ∈ Spv(B, I)をとる。

(i) r(u)は B 上の連続付値である。
(ii) Supp(r(u))は Aで開集合ではない。

が成り立つことを示す。
(i) 定理 3.6 を adic ring である B に適用して、任意の b ∈ B◦◦ で v(b) < 1 であることと、v ∈

Spv(B,B◦◦ ·B) であることを示せば良い。まず、B◦◦ =
√
I であることから、任意の b ∈ B◦◦ について、ある

正整数 nが存在して bn ∈ I となる。すると、仮定から I ⊂ qであり、uの定義から q/p ⊂ m ⊂ Rだったので I

のK への像はmに含まれるから、u(bn) < 1となるので u(b) < 1となる。r(u) = u|cΓu(I) より、r(u)(b) < 1

なので、任意の b ∈ B◦◦ で v(b) < 1であることは成り立つ。v ∈ Spv(B,B◦◦ ·B) = Spv(B,
√
I)を示す。ま

ず、r(u) ∈ Spv(B, I) であるので Γr(u) = cΓr(u)(I) であることから、補題 2.23 より、Γr(u) = cΓr(u) また
は、任意の i ∈ I について r(u)(i)は Γr(u) で cofinalになる。ここで、もし Γr(u) 6= cΓr(u)(I)であったとす
ると任意の i ∈

√
I についてある正整数 nが存在して in ∈ I であるから、任意の γ ∈ Γr(u) についてある正整

*11 幾何学的には V (I)は V (I)が接している Spec(B)の既約集合を含むということである。すなわち V (I)∩V (p) ⇒ V (I) ⊃ V (p)

ということ。この解釈は [Con] Proposition 11.6.1に記載されている。
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数mが存在して r(u)(in)m = r(u)(i)nm < γ となる。ゆえに i ∈
√
I について r(u)(i)は Γr(u) で cofinalに

なるから Γr(u) = cΓr(u)(
√
I)となる。したがって、r(u) ∈ Cont(B)となる。

(ii) 背理法の仮定から I ⊈ pであるから、ある a ∈ I \pで u(a) 6= 0より u(I) 6= {0}となる。事実 2.29(4)

から r(u)(I) 6= {0} である。もし任意の a ∈ I \ p で r(u)(a) = 0 となったとすると、p = Supp(u) から
r(u)(p) = {0}より r(u)(I) = {0}となり、矛盾する。したがってある a ∈ I \ pで r(u)(a) 6= 0となるものが
取れる。すると、a ∈ I かつ a /∈ Supp(r(u))なので I ⊈ Supp(r(u))となる。Supp(r(u))が Aの素イデアル
であることから、任意の正整数 nで In ⊈ Supp(r(u))となる。ゆえに Supp(r(u))は Aで開集合ではない。
以上より、r(u) ∈ Cont(B)a である。後の補題 3.24(iii)から、ある v ∈ Cont(A)a が存在して v|B = r(u)

となるものが取れる。この v ∈ Cont(A)a について、定理 3.10(ii) を G = A+ に適用すれば、ある v の
vertical specialization である w で Spa(A,A+) に含まれるものが存在する。とくに vertical specialization

なので Supp(v) = Supp(w)なので w ∈ Spa(A,A+)a となる。しかしこれは Spa(A,A+)a = ∅に矛盾してい
る。r(u)を解析的になるようにしていた I ⊈ pが矛盾を生じさせていたため、I ⊂ pとなる。 以上で (a)を
示すことができた。以上の議論は次の図のようになる。

図 5: Supp(u) = pとなる付値 uから Spa(A,A+)a に入る付値 w を取ることが出来る。

以上を踏まえて A/{0} が離散環であることを示す。ここで、局所化の射 ϕ : B → (1 + I)−1B =: C は
[AM] exercise 3.2より ϕ(I)C は C のジャコブソン根基 Jac(C)に含まれる。ゆえに、任意の p′ ∈ Spec(C)

について V (p′) は C のある極大イデアルを含み、ϕ(I)C は C の任意の極大イデアルに含まれているから、
V (ϕ(I)C) ∩ V (p′) 6= ∅ となる。すると、C と B のイデアルの対応定理から、とくに q′ ∈ Spec(B) が存在
して ϕ(q′)C = p′ となり、Spec(B) において V (I) ∩ V (q′) 6= ∅ となる。上で示した (a) から、I ⊂ q′ であ
るので ϕ(I)C ⊂ p′ となる。ゆえに任意の C の素イデアルに ϕ(I)C が含まれるので ϕ(I)C ⊂ Nil(C) とな
る。I は有限生成なので ϕ(I)C も有限生成だから十分大きい正整数 N によって ϕ(IN )C = 0となる。IN の
有限個からなる生成系 {xj}j∈J について、ϕ(xj) = 0 ∈ C = (1 + I)−1B であるので、ある I の元 ij が存
在して (1 + ij)xj = 0 となる。有限積 ∏

j∈J(1 + ij) ∈ 1 + I を取ると、ある i ∈ I で 1 + i と表すことが
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できて、(1 + i)xj = 0 から (1 + i)IN = 0 より IN = i · IN ⊂ IN+1 ⊂ IN なので IN = IN+1 となる。ゆ
えに {0} = ∩n∈Z+In = IN となるので A で開集合になっているから、商位相を考えれば A/{0} において
0 ∈ A/{0}は開集合になっている。ゆえに A/{0}は離散環になることが示された。

上記命題 3.23(ii)の証明で用いた補題を示す。この補題によって、とくにもとの環とその開部分環の解析的
点同士がよい対応をしていることがわかる。

補題 3.24. Aを Huber ringとし、B を Aの開部分環とする。g : Spv(A)→ Spv(B)を包含 B ⊂ Aから
定義 2.12によって得られる写像とし、f : Spec(A)→ Spec(B)を包含 B ⊂ Aから得られる環のスペクト
ラムの間の写像とする。このとき次の図式

Spv(A) Spv(B)

Spec(A) Spec(B)

g

Supp Supp

f

は可換である。開である B の素イデアル全体の集合を T ⊂ Spec(B)とするとき、次が成り立つ。

1. f−1(T ) ⊂ Spec(A) は A の開素イデアル全体の集合と一致し、f から誘導される写像 Spec(A) \
f−1(T )→ Spec(B) \ T は同相写像になる。

2. Cont(A) = g−1(Cont(B))となる。すなわち、定義 3.13で定義される g|Cont(A) は全射になる。
3. g|Cont(A)a

: Cont(A)a → Cont(B)は Cont(A)a → Cont(B)a を誘導し、これは同相になる。さら
に x ∈ Cont(A)a について自然に定まる群準同型 Γg(x) → Γx は同型写像になる。

証明. Aのある定義環の定義イデアル I を一つ固定する。
(1) p ∈ f−1(T )をとると、f の定義から f(p) = p ∩B ∈ T であるので、p ∩B は B の開素イデアルにな
る。ゆえに、ある正整数 nが存在して In ⊂ p ∩ B ⊂ pであるので pは Aで開である。さらに、Aの素イデ
アル pが開集合であったとすると、f(p) = p ∩B は B の中で開集合になる。ゆえに f−1(T )は Aの開素イデ
アル全体の集合に一致する。
同相になることを示す。q ∈ Spec(B) \ T を取ると、開集合である。ここで、B◦◦ = A◦◦ ∩ B が B で開集
合より、非アルキメデス的位相環であることから、qは B◦◦ を含むことはない。したがって、ある s ∈ B◦◦ で
s /∈ qとなるものが取れるので q ∈ D(s) ⊂ Spec(B)となっている。逆に、ある s ∈ B◦◦ で s /∈ qとなる B の
素イデアル qが開素イデアルになったとする。sn → 0(n → ∞)であるのである正整数 nで sn ∈ qであり、
素イデアルであることから s ∈ qとなり矛盾する。ゆえに Spec(B) \ T = ∪s∈B◦◦D(s)となっている。また、
自然に定まる Bs → As が同型になることを示す。実際、任意の a ∈ Aについて、asn → 0(n → ∞)である
から、B が Aで開集合になっているので、ある正整数 nで asn ∈ B となる。ゆえに、任意の a/sm ∈ As に
ついて sna/sm+n ∈ Bs が取れて、これは a/sm に移るので Bs → As は全射。また、もし b/sm ∈ Bs が As

で 0に移ったとすると、ある正整数 nで bsn = 0 ∈ Aとなるから、b/s = bsn/sn+m = 0 ∈ Bs であるので
Bs → As は単射。以上より、Bs → As は同型であり、これは同相 Spec(A) ⊃ D(s) → D(s) ⊂ Spec(B)を
誘導する。以上より

Spec(A) \ f−1(T ) =
⋃

s∈B◦◦

D(s) −→
⋃

s∈B◦◦

D(s) = Spec(B) \ T (3.13)
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から、求める同相が得られる。
(3) (2)の前に (3)を示す。g|Cont(A)a

も簡単のため g と表すことにする。まず g(Cont(A)a) ⊂ Cont(B)a

を示す。任意の x ∈ Cont(A)について g(x) = x|B が連続であることを示す。まず、xは A上連続であるか
ら、任意の γ ∈ Γx について {a ∈ A | x(a) < γ} は A の開集合になっている。ゆえに {b ∈ B | g(x)(b) <
γ} = {b ∈ B | x(b) < γ} = {a ∈ A | x(a) < γ} ∩ B であり、これは B で開集合になっているから g(x)は
B で連続となるので g(Cont(A)) ⊂ Cont(B)となる。とくに x ∈ Cont(A)a のとき、解析的であることから、
Supp(x)は Aの素イデアルであるが、開集合ではない。したがって (1)より Supp(x) ∈ f−1(T )である。ゆ
えに f と g の定義から Supp(g(x)) = Supp(x|B) = B ∩ Supp(x)f(Supp(x)) ∈ T となり、g(x)も解析的に
なるので g(Cont(A)a) ⊂ Cont(B)a となっている。
g : Cont(A)a → Cont(B)a が同相になっていることを示す。まず g が単射になることを示す。より一
般に x ∈ Cont(A)a と y ∈ Spv(A) が g(x) = g(y) となったとする。ここで Supp(x) は A で開集合で
はないので B◦◦ ⊈ Supp(x) から、ある b ∈ B◦◦ であって、x(b) 6= 0 となるものが存在する。すると、
任意の a ∈ A について abn → 0(n → ∞) より、ある正整数 n が存在して abn ∈ B となる。ゆえに
x|B = g(x) = g(Y ) = y|B から、x(a) = x(a)x(b)nx(b)−n = x(abn)x(b)−n = y(abn)y(b)−n = y(a) より
x = y となる。g : Cont(A)a → Cont(B)a が全射になることを示す。任意の y ∈ Cont(B)a をとる。解析
的であることから、Supp(y) ∈ Spec(B) \ T になり、(1) の同相 Spec(A) \ f−1(T ) → Spec(B) \ T より、
ある p ∈ Spec(A) \ f−1(T ) であって p ∩ B = Supp(y) となるものが存在する。ここで、命題 2.5 から、
K(x) = Frac(B/ Supp(x)) 上の付値が得られて、これも y と表すことにする。p ∩ B = Supp(y) から、単
射 B/ Supp(y) → A/pを得る。それより、以下の可換図式を得る。とくに付値の一般論 ([Mor] Proposition

I.1.2.3)より y を延長するK(x) = Frac(A/p)上の付値 xが取れる。

A/p Frac(A/p) Γx ∪ {0}

B/ Supp(y) K(y) Γy ∪ {0}

x

y

このとき、A → A/p → K(x) = Frac(A/p)
x−→ Γx ∪ {0} によって A 上の付値が得られて、これも同じく

x ∈ Spv(A)と表す。とくに y の延長であることから g(x) = x|B = y となるものが取れる。y ∈ Cont(A)a を
示す。実際、任意の γ ∈ Γx ∪ {0}について x|B = y から

{a ∈ A | x(a) < γ} ⊃ {b ∈ B | x(b) < γ} = {b ∈ B | y(b) < γ} (3.14)

で y ∈ Cont(B)より {b ∈ B | y(b) < γ}は B で開集合になる。B は Aで開集合なので {b ∈ B | y(b) < γ}
は Aにおいても開集合になる。よって {a ∈ A | x(a) < γ}も Aで開集合だから x ∈ Cont(A)となる。さら
に、xの構成から Supp(x) = p ∈ Spec(A) \ f−1(T )より開集合にならないので x ∈ Cont(A)a となる。した
がって g(x) = y と合わせて全射になるから、以上より g : Cont(A)a → Cont(B)a は全単射。
g は既に連続なので開写像になることを示す。とくに a, b ∈ A によって定義される開基 {v ∈ Cont(A)a |

v(a) ≤ v(b) 6= 0}の gによる像が開集合になることを示せばいい。この開基の元 vについて、解析的であるか
ら Supp(v)は開集合にならないので、ある β ∈ B◦◦ \ Supp(v)が取れる。n→∞で aβn → 0かつ bβn → 0

であるので B が A で開集合なので、ある正整数 N で aβN , bβN ∈ B となる。さらに、β /∈ Supp(v) かつ
v(b) 6= 0から b /∈ Supp(v)で Supp(v)が Aの素イデアルであることから bβN /∈ Supp(v)となっている。ゆ
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えに v|B(aβN ) ≤ v|B(bβN ) 6= 0となる。ゆえに全単射性と合わせて

g({v ∈ Cont(A)a | v(a) ≤ v(b) 6= 0}) =
⋃

n∈Z+

⋃
β∈B◦◦

{u ∈ Cont(B)a | u(aβ
n) ≤ u(bβn) 6= 0} (3.15)

より g は開写像になるので g は同相になる。
次に任意の x ∈ Cont(A)a について群同型 Γg(x) → Γx が得られることを示す。g の全単射性から、g の全
射性を示したときの y ∈ Cont(B)a とその延長 x ∈ Cont(A)a について得られた図式について、Γx = Γy と
なることを示せばよい。とくに、K(y) = K(x) となることを示す。B ⊂ A と Supp(y) = p ∩ B より準同
型 BSupp(y) → Ap が取れる。これが同型になることを示す。b/s, c/t ∈ BSupp(y) について b/s = c/t ∈ Ap

となったとすると、ある u ∈ A \ p が存在して (bt − cs)u = 0 となる。p は開集合ではなかったから、あ
る α ∈ A◦◦ \ p が取れて、ある正整数 n で uαn ∈ B となる。とくに u, α /∈ p から uαn /∈ p であるので
uαn ∈ B \ (B ∩ p) = B \ Supp(y)となる。ゆえに (bt− cs)uαn = 0と合わせて b/t = c/s ∈ BSupp(y) とな
るので BSupp(y) → Ap は単射になる。また、任意の a/s ∈ Ap について上と同様に α ∈ A◦◦ \ p であって、
ある正整数 n で sαn ∈ B かつ aαn ∈ B となるものが取れる。さらに、s, α /∈ p と Supp(y) = B ∩ p から
sαn /∈ pである。ゆえに sαn ∈ B \ Supp(y)となる。したがって aαn/sαn ∈ BSupp(y) が取れて、これは Ap

で a/sに移るので BSupp(y) → Ap は全射。以上より、これは同型になる。
これより、単射K(y)→ K(x)は同型

K(y) = (B/ Supp(y))Supp(y) → (Ap/pAp)p = K(x) (3.16)

で得られているからそれらの値群も一致するから Γy = Γx となる。
(2) まず Cont(A) ⊂ g−1(Cont(B)) を示す。任意の v ∈ Cont(A) を取る。任意の γ ∈ Γv|B について
{b ∈ B | v|B(b) < γ} = {a ∈ A | v(a) < γ} ∩ B であり、v ∈ Cont(A)よりこれは B で開集合になる。ゆえ
に g(v)は B で連続なので Cont(A) ⊂ g−1(Cont(B))となる。
逆に、任意の x ∈ g−1(Cont(B)) ⊂ Spv(A)を取る。y := g(x) ∈ Cont(B)とおく。もし y ∈ Cont(B)a な
ら (3)の同相性より、ある x′ ∈ Cont(A)aが取れて y = g(x′)となる。ここで、x ∈ Spv(A)と x′ ∈ Cont(A)a

で g(x) = g(x′) より (3) における g の単射性の議論から x = x′ ∈ Cont(A)a ⊂ Cont(A) となる。もし
y /∈ Cont(B)a なら Supp(y) = Supp(x)∩B は B で開集合になっていて、B が Aで開集合なので Supp(y) ⊂
Supp(x)より Supp(x)は Aで開集合である。ここで、任意の γ ∈ Γx で Supp(x) ⊂ {a ∈ A | x(a) < γ}よ
りこれは Aで開集合なので x ∈ Cont(A)となる。以上より Cont(A) = g−1(Cont(B))となる。

解析的という性質が射によってどこまで遺伝するかを調べる。とくに adicの場合においてはよい対応をす
ることがわかる。

命題 3.25. f : (A,A+) → (B,B+) を Huber pair の間の連続射とする。X := Spa(A,A+) とし、Y :=

Spa(B,B+)とする。f から定まる射を g : X → Y とおく。このとき次が成り立つ。

1. g(Xna) ⊂ Yna が成り立つ。
2. f が adic =⇒ g(Xa) ⊂ Ya になる。
3. B が完備かつ g(Xa) ⊂ Ya =⇒ f は adicになる。
4. f が adic =⇒ g は有理集合の逆像を有理集合に移す。
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証明. (1) 任意の x ∈ Xnaについて Supp(g(x)) = Supp(x◦f) = f−1(Supp(x))となり、Supp(x)はBで開
集合なので、f の連続性から Supp(g(x))は Aの開集合になる。ゆえに g(x) ∈ Yna であるので g(Xna) ⊂ Yna

となる。
(2),(3) f が adicより、Aの定義環 A0 とその定義イデアル I ⊂ A0 と、B の定義環 B0 で f(A0) ⊂ B0 か
つ f(I)B0 が B0 の定義イデアルになるようなものが存在する。
まず、g(Xa) ⊂ Ya を示す。そのためには任意の x ∈ X について g(x) /∈ Ya ならば x /∈ Xa を示せばよい。

g(x) /∈ Ya から Supp(g(x)) = f−1(Supp(x))は Aで開集合になっている。ゆえに、ある正整数 nが存在して
In ⊂ f−1(Supp(x)) となるものが取れる。Supp(x) が B のイデアルであることから、f(I)nB0 ⊂ Supp(x)

となる。これは定義イデアルを含んでいるため、Supp(x)は B で開集合になるから x /∈ Xa となる。
Y の有理集合 U を取ると、事実 3.16(3)より、ある Aの元 sと、Aの有限集合 T であって T ·A ⊂ Aが A

で開集合となるものによって、U = R (T/s)と表される。ここで、

g−1(U) = g−1(R (T/s)) = {x ∈ X | g(x) = x ◦ f ∈ R (T/s) } (3.17)

= {x ∈ X | x(f(t)) ≤ x(f(s)) 6= 0(∀t ∈ T )} (3.18)

となる。ここで、f(T ) · B ⊂ B が B で開集合になることを示す。実際、T · A が A の開集合より、ある正
整数 n が存在して In ⊂ T · A となるから、f で移せば f(I)n ⊂ f(T ) · f(A) ⊂ f(T ) · B となる。とくに
f(I)n · B0 ⊂ f(T ) · B であり、B0 の定義イデアルを含むので、f(T ) · B は B で開集合になる。したがって
f(T ) ⊂ Aと f(s) ∈ Aは有理集合の仮定を満たし、上の集合は R (f(T )/f(s))となる。
(3) B が完備であるとする。「f が adicではない =⇒ g(Xa) ⊈ Ya」を示せば良い。B の定義環 B0 と、そ
の定義イデアル IB を一つ固定する。f の連続性から f−1(B0)は Aの開部分環であり、f−1(IB)は Aの開集
合になっている。ここで、Aの部分環 Z ⊂ Aを取ると、これは Aの定義環に含まれているからとくに Aで
有界な部分環である。Z ⊂ f−1(B0)を考えると、命題 1.12(2)から、Aの定義環 A0 で A0 ⊂ f−1(B0)とな
るものが存在する。A0 の定義イデアル IA を一つ固定すると、f−1(IB)が Aの開集合であるので、ある正整
数 nで InA ⊂ f−1(IB)となるものが取れる。とくに IA を InA と取り替えることによって、IA ⊂ f−1(IB)と
なるとしてよい。すなわち、f(A0) ⊂ B0 かつ f(IA) ⊂ IB となる定義環と定義イデアルが取れているが、f

が adicでないので f(IA) ·B0 は B0 の定義イデアルにはならない。
このとき V (IB) ⊊ V (f(IA) ·B0) ⊂ Spec(B0)となる。実際、まず f(IA) ⊂ IB から f(IA) ·B0 ⊂ IB より

V (IB) ⊂ V (f(IA) · B0)である。もしこれが等号になったとすると、
√
IB =

√
f(IA) ·B0 より IB は B0 上

有限生成だから、生成系の冪のみを考えれば、ある正整数 nで InB ⊂ f(IA) ·B0 となる。同じく IA も A上有
限生成だから f(IA) · B0 も B0 上有限生成なので、ある正整数mで f(IA)

mB0 ⊂ IB となり、f(IA) · B0 が
B0 の定義イデアルになってしまい矛盾する。ゆえに p ∈ Spec(B0)で IB ⊈ pかつ f(IA) · B0 ⊂ pとなるも
のが取れる。
また、B0 が IB 進完備であることから p ⊂ qかつ IB ⊂ qとなる q ∈ Spec(B)となるものが存在する。mを

p ⊂ B0 を含む B の極大イデアルとし、これが求める qとなることを示す。任意の x ∈ IB について、任意の
y ∈ B0 に対して 1− xy ∈ B0 を取ると、xy ∈ IB ⊂ B◦◦ から、B0 が IB 進完備と合わせて命題 1.15(3)の証
明から Neumann級数を考えて 1− xy ∈ B×

0 となる。したがって、[AM] Proposition 1.9より x ∈ Jac(B0)

となるので IB ⊂ Jac(B0)である。とくに IB ⊂ mであるので、これを qとして取れば良い。
ここで、B において p ⊂ q かつ IB ⊂ q かつ IB ⊈ p から、B の定義環 B0 に命題 3.23(2) の証明
の (a) の議論を適用することが出来る。すなわち、図 5 の A を B として、B を B0 として考えること
が出来て、Supp(u) = p となる u ∈ Spv(B0) であって、定義 2.25 のレトラクションによって r(u) ∈
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Cont(B0)a となるものが取れる。さらに v|B0 = r(u) となる v ∈ Cont(B)a が存在し、その horizontal

specialization である w ∈ Spa(B,B+)a = Xa が取れる。とくに horizontal specialization であること
から Supp(g(w)) = Supp(w ◦ f) = f−1(Supp(w)) = f−1(Supp(v)) となる。f(IA) ⊂ p ⊂ B0 と p =

Supp(u) から v(p) = v|B0
= r(u)(p) = {0} である。したがって f(IA) ⊂ p ⊂ Supp(v) であるので

IA ⊂ f−1(Supp(v)) = Supp(g(w))となるので Supp(g(w))は B で開集合になっているから g(w) /∈ Ya とな
る。したがって g(Xa) ⊈ Ya となるので示された。

3.4 Huber pairの完備化
完備な場合について考えるために必要な準備を行う。そのために完備化する前と後で問題なく対象が定義で
きてることを確認しなければならない。そのためにまずは次の補題を示す。

補題 3.26. Aを Huber ringとし、A0 を Aの任意の定義環で、その任意の定義イデアル I をとる。この
とき任意の正整数 nについて În = În ⊂ Âが成り立つ。また、În ∩A = In ⊂ Âとなる。

証明. În = În を示す。I は A0 の有限生成イデアルであるから、[AM] Proposition 10.13より自然な準同型
Â0 ⊗A0 I

n → În は全射になるので În = Â0I
n ⊂ Â0 ⊂ Âとなる。[AM] Proposition 10.15の証明と同様に

して、În = Â0I
n = (Â0I)

n = În となる。
În ∩ A = In を示す。まず、In ⊂ În = În から In ⊂ În ∩ A は明らか。逆に任意の α ∈ În ∩ A につい
て α ∈ A からなる定数列 (α)∞k=0 は Â において α を表す。一方、α ∈ În = În より得られる α を表す In

内のコーシー列 (αk)
∞
k=0 が存在する。すなわち、Â のもとの定義 lim←−A/Ik においてコーシー列 (α)∞k=0 と

(αk)
∞
k=0 は同値なコーシー列になっているので、十分大きい正整数 N について α − αN ∈ In であるから

αN ∈ In より α ∈ In となる。したがって În ∩A ⊂ In となることがわかった。

これを用いて整元環の完備化がまた整元環になっていることなどを示す。

命題 3.27 ([Con] Remark 11.5.2). (A,A+) を Huber pair とする。まず、完備化 (定義 1.17) を取る
と A+ の位相は Aによる相対位相が入っていることから、Â+ → Âは単射になるので部分環とみなすこと
が出来る。このとき、Â+ は Âの中で開かつ整閉な部分環になる (とくに Â+ は Âの整元環になる)。
また、冪有界元について Â◦ = Â◦ となる。

証明. Â+ について示す。 Aのある定義環 A0 の定義イデアル I を一つ固定し、これによる完備化として考
える。A+ は Aの開集合より、ある正整数 nで In ⊂ A+ となる。完備化すれば În ⊂ Â+ であり、Î は Aの
定義イデアルになるから Â+ は Aの開部分環になる。
x ∈ Âが Â+ 上整であるとすると、ある a′0, . . . , a

′
n−1 ∈ Â+ で xn+a′n−1x

n−1+ · · ·+a′1x+a′0 = 0 ∈ Âと
なる。ここで、În ⊂ Â+ について x− y ∈ În かつ a′j − aj ∈ În となる y ∈ Aと aj ∈ A+ が取れる。ゆえに
y ∈ x+Înかつ aj ∈ a′j+Înであることと、xについての整従属式から yn+an−1y

n−1+· · ·+a1y+a0 ∈ În∩A
となる。補題 3.26より În ∩A = In ⊂ A+ であるので、y ∈ Aは A+ 上整である。ゆえに整閉性から y ∈ A+

となる。したがって x ∈ y + În ⊂ A+ + În ⊂ Â+ より、Â+ は Âで整閉である
Â◦ = Â◦ を示す。 A◦ は Aで開集合なので、ある正整数 nが存在して In ⊂ A◦ となる。任意の x ∈ Â◦
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にたいし、ある y ∈ A◦ が存在して x− y ∈ În ⊂ Â◦ となる。y が Aで冪有界であるので、任意の正整数 N

について、ある正整数 mが存在して {yk | k ∈ Z+} · Im ⊂ IN であるから、{yk | k ∈ Z+} · Îm ⊂ ÎN とな
る。また、x ∈ y + În より {xk | k ∈ Z+} ⊂ {yk | k ∈ Z+}+ În であることがわかる。ゆえにmを十分大き
く取り直せば

{xk | k ∈ Z+} · Îm ⊂ {yk | k ∈ Z+} · Îm + În+m ⊂ ÎN (3.19)

と出来るから、x ∈ Â◦ となるので Â◦ ⊂ Â◦ である。
逆に x ∈ Â◦ について、各 l ∈ Z+ について x−yl ∈ Î l となる yl ∈ Aが取れる。とくに liml→∞ yl = x ∈ Â

となる。yl ∈ A◦ を示す。xは Âで冪有界であるから、任意の正整数 N について、ある正整数mが存在して
{xk | k ∈ Z+} · Îm ⊂ ÎN である。また、各 l ∈ Z+ について yl ∈ x + Î l から {ykl | k ∈ Z+} ⊂ {xk | k ∈
Z+}+ Î l となる。したがって、

{ykl | k ∈ Z+} · Îm ⊂ {xk | k ∈ Z+} · Îm + ÎN+m ⊂ ÎN (3.20)

となるので補題 3.26 から {ykl | k ∈ Z+} · Im ⊂ ÎN ∩ A = IN より yl ∈ A◦ となる。したがって
x = liml→∞ yl ∈ Â◦ となるので Â◦ ⊂ Â◦ である。

以上より、Huber pairの完備化というものを自然に定義できる。

定義 3.28 (完備化). (A,A+)を Huber pairとする。(A,A+)の完備化 (completion)とは (Â, Â+)という
Huber pairのことである。ここで、Âは定義 1.17における Huber ringの完備化であり命題 3.27によっ
て Âの整元環になることがわかっている Â+ のことである。とくに Â+ を Â+ と書くこともある。

[Hu93]における主要な結果の一つである、完備化によって adic spectrumが変わらないという定理 3.32を
示す。そのために必要な補題を準備する。

補題 3.29 ([Mor] Lemma III.3.2). A を完備 adic ring とする。I を A の定義イデアルで I =

(a1, . . . , ar)と表されているとする。このとき任意の a′i ∈ ai + I2 について I = (a′1, . . . , a
′
r)となる。

証明. まず (a′1, . . . , a
′
r) ⊂ I より A線形写像

u′ : A⊕r −→ I (3.21)

(b1, . . . , br) 7−→ b1a
′
1 + · · ·+ bra

′
r (3.22)

を定義する。とくに u′(A⊕r) = (a′1, . . . , a
′
r)となるから、u′ が全射になることを示せば良い。ここで、A加群

A⊕r の I フィルター (InA⊕r)n と、A加群 I の I フィルター (In+1)n を考えると、u′(InA⊕r) ⊂ In+1 から、
u′ はこのフィルターに関するフィルター付き加群の準同型になっている。ゆえに、[AM] Lemma 10.23より
u′ から誘導される次数付き加群への準同型

G(u′) : G(A⊕r) :=

∞⊕
n=0

InA⊕r/In+1A⊕r −→ G(I) :=

∞⊕
n=0

In+1/In+2 (3.23)

が全射であれば完備化に誘導される射 û′ : Â⊕r → Î が全射になる。A は完備であるので Â⊕r = A⊕r かつ
Î = I から u′ は全射になる。ゆえに G(u′)が全射であることを示せばよく、とくに
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Gn(u
′) : InA⊕r/In+1A⊕r −→ In+1/In+2 (3.24)

x 7−→ u′(x) (3.25)

が全射であることを示せばよい。また、A線形写像

u : A⊕r −→ I (3.26)

(b1, . . . , br) 7−→ b1a1 + · · ·+ brar (3.27)

についても同様に u(InA⊕r) ⊂ In+1 が成り立っているので G(u) : G(A⊕r) → G(I) が定義できる。とくに
I = (a1, . . . , ar)より uは全射であるので G(u)は全射になる。
Gn(u

′) = Gn(u)を示す。ここで a′i ∈ ai + I2 から、αi ∈ I2 について a′i = ai + αi と表す。任意の InA⊕r

の元∑m
i=1 βi(bi1, . . . , bir)をとる。ただし βi ∈ In かつ (bi1, . . . , bir) ∈ A⊕r とする。u′ で移すと、

u′(

m∑
i=1

βi(bi1, . . . , bir)) =

m∑
i=1

βi(bi1a
′
1+ · · ·+bira

′
r) =

m∑
i=1

βi(bi1a1+ · · ·+birar)+

m∑
i=1

βi(bi1α1+ · · ·+birαr)

(3.28)

である。αi ∈ I2 かつ βi ∈ In より (3.28)の二項目は In+2 に含まれる。ゆえに In+1/In+2 において

Gn(u
′)

(
m∑
i=1

βi(bi1, . . . , bir)

)
=

m∑
i=1

βi(bi1a1 + · · ·+ birar) = Gn(u)

(
m∑
i=1

βi(bi1, . . . , bir)

)
(3.29)

となるから Gn(u
′) = Gn(u) となる。ゆえに Gn(u) の全射性から Gn(u

′) も全射より G(u′) は全射になる。
上述したようにこれは u′ が全射ということになるので I = (a′1, . . . , a

′
r)となる。

補題 3.30. (A,A+)をHuber pairとする。X ⊂ Spa(A,A+)を quasi-compactな部分集合とする。s ∈ A

が任意の x ∈ X で x(s) 6= 0となっているとする。このとき 0 ∈ Aの開近傍 U であって任意の x ∈ X と
任意の u ∈ U について x(u) < x(s)となるものが存在する。

証明. Aのある定義環の定義イデアルの有限個からなる生成系 T をとる。とくに T · A◦◦ は Aの開集合にな
るように取れる。任意の正整数 nについて T (n) := {t1 . . . tn ∈ A | t1, . . . , tn ∈ T}とする。このとき、

Xn := {x ∈ Spa(A,A+) | x(t) ≤ x(s) 6= 0, ∀t ∈ T (n)} (3.30)

という集合をとる。このとき T (n) は有限集合である。Tn が T (n) の元の有限和で書けていることから、
T (n) ·A = Tn ·A ⊃ Tn ·A◦◦ となるので T (n) ·Aは Aで開集合になる。ゆえにXn = R (T (n)/s)と有理集
合になるため Xn は Spa(A,A+)で開集合になる。
ここで、任意の x ∈ X について x(s) 6= 0より {a ∈ A | x(a) < x(s)}は xの連続性より Aで開集合になっ
ている。すると定義イデアルの生成系であることから、十分大きい正整数 nで T (n) ⊂ {a ∈ A | x(a) < x(s)}
となるので t ∈ T (n)で x(t) < x(s)から x ∈ Xn となるので X ⊂ ∪n≥0Xn となる。X が quasi-compactか
つ Xn が開集合であるから、有限個の正整数m1, . . . ,mr について X ⊂ Xm1

∪ · · · ∪Xmr
となる。

T は定義イデアルの生成系だから T ⊂ A◦◦ であるので定理 3.6 から任意の t ∈ T と任意の x ∈ X で
x(t) < 1 となっている。T (n + 1) の元 t1 . . . tntn+1 をとる。任意の x ∈ Xn について x(t1 . . . tntn+1) <

x(t1 . . . tn) ≤ x(s) 6= 0から Xn ⊂ Xn+1 となる。ゆえにm1, . . . ,mr の最大値mをとることで X ⊂ Xm と
なる。
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U := T (m) · A◦◦ ⊂ Aが求める U になることを示す。0 ∈ U は明らかであり、とくに U = Tm · A◦◦ より
U は 0 ∈ Aの開近傍になっている。さらに任意の u ∈ U と x ∈ X をとる。ここである正整数 nと ti ∈ T (m)

と ai ∈ A◦◦ が存在して u =
∑n

i=1 tiai と表せる。すると ai ∈ A◦◦ から定理 3.6より x(ai) < 1であるので

x(u) = x

(
n∑

i=1

tiai

)
≤ max{x(ti)x(ai) | i = 1, . . . , n} < max{x(ti) | i = 1, . . . , n} (3.31)

となる。ti ∈ T (m) と x ∈ X ⊂ Xm から x(ti) ≤ x(s) より x(u) < x(s) となる。したがってこの
U = T (m) ·A◦◦ が求める U になっている。

補題 3.31. (A,A+)を完備 Huber pairとする。s, t1, . . . , tn ∈ Aについて、I := (t1, . . . , tn) ⊂ Aが開集
合になっているとする。このとき Aにおける 0 ∈ Aの開近傍 U が存在していて、任意の s′ ∈ s+ U 任意
の t′i ∈ ti + U について I ′ := (t′1, . . . , t

′
n) ⊂ Aが開集合になっていて、

R

(
t1, . . . , tn

s

)
= R

(
t′1, . . . , t

′
n

s′

)
(3.32)

となる。

証明. (Step 1) A0 を A の定義環とする。I は A で開集合であるので A0 の定義イデアルのある冪を含む。
とくにこれを rj ∈ A0 によって J := r1A0 + · · ·+ rmA0 とおく。これも A0 の定義イデアルになり J ⊂ I と
なる。rj ∈ I = t1A+ · · ·+ tnAより、ある aij ∈ Aがとれて rj =

∑n
i=1 aijti と表される。ここで有限集合

{aij | 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n}は有界であるので J2 ⊂ Aという開集合について、ある 0 ∈ Aの開近傍 U ′ が
存在して任意の aij で aij · U ′ ⊂ J2 となる。任意の t′i ∈ ti + U ′ を bi ∈ U ′ によって t′i = ti + bi と表す。す
ると、aijbi ∈ aij · U ′ ⊂ J2 から

n∑
i=1

aijt
′
i =

n∑
i=1

aij(ti + bi) =

n∑
i=1

aijti +

n∑
i=1

aijbi ∈ rj + J2 (3.33)

となる。A0 が J を定義イデアルとして持つ完備 adic ring であるので補題 3.29より任意の r′j ∈ rj + J2 に
ついて J = r′1A0 + · · ·+ r′mA0 となる。ゆえに

∑n
i=1 aijt

′
i ∈ rj + J2 より

J =

(
n∑

i=1

ai1t
′
i

)
A+ · · ·+

(
n∑

i=1

aimt′i

)
A ⊂ t′1A+ · · ·+ t′nA (3.34)

となる。ゆえに J が A0 の定義イデアルだから t′1A+ · · ·+ t′nAは Aで開集合になる。
(Step 2) t0 := sとして I = (t1, . . . , tn) ⊂ (t0, . . . , tn)から (t0, . . . , tn)は Aで開集合になるので有理集
合 Ri := R ({t0, . . . , tn} /ti) ⊂ Spa(A,A+)が取れる。とくに事実 3.16から Ri は quasi-compactになって
いて、任意の x ∈ Ri について x(ti) 6= 0 より補題 3.30 から、ある 0 ∈ A の開近傍 U ′′

i が存在して任意の
x ∈ Ri と任意の u ∈ U ′′

i で x(u) < x(ti)となる。U := ∩ni=0U
′′
i とすると 0 ∈ Aの開近傍が存在して任意の

i ∈ {0, . . . , n}について任意の x ∈ Ri と任意の u ∈ U ′′ について x(u) < x(ti)となる。
(Step 3) ここで 0 ∈ Aの開近傍 U := U ′ ∩ U ′′ ∩ A◦◦ をとる。これが求める U になっていることを示す。
まず、任意の t′i ∈ ti +U ⊂ ti +U ′ について (Step 1)で示したように I ′ = (t′1, . . . , t

′
n)は Aで開集合になる。

任意の t′i ∈ ti + U について R0 = R ({t′1, . . . , t′n} /t′0)を示す。
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まず、x ∈ R0 について t′i − ti ∈ U ⊂ U ′′ から (Step 2)より i = 0, . . . , nについて x(t′i − ti) < x(t0) 6= 0

となる。さらに任意の i = 1, . . . , nについて x ∈ R0 から x(ti) ≤ x(t0)より

x(t′i) = x(ti + (t′i − ti)) ≤ max {x(ti), x(t′i − ti)} ≤ x(t0) (3.35)

となる。ここで x(t′0− t0) < x(t0) = x(−t0)より非アルキメデス的性質から x(t0) = x((t′0− t0)+ t0) = x(t′0)

なので i = 1, . . . , nについて x(t′i) ≤ x(t′0)より x ∈ R ({t′1, . . . , t′n} /t′0)となる。
逆に x ∈ Spa(A,A+) \R0 をとる。R0 = R ({t1, . . . , tn} /t0)より次の二通りの場合がある。

(1) 任意の i ∈ {0, . . . , n}について x(ti) = 0となる。
(2) ある i ∈ {0, . . . , n}で x(ti) 6= 0かつ、ある j ∈ {1, . . . , n}が存在して x(t0) < x(tj)となる。

(1) t0, . . . , tn ∈ Supp(x) から I ⊂ Supp(x) より Supp(x) は開集合になる。U ⊂ A◦◦ として取っていた
ので t′0 − t0 ∈ U ⊂ A◦◦ なので、十分大きい正整数 nで (t′0 − t0)

n ∈ Supp(x)である。Supp(x)は素イデア
ルなので t′0 − t0 ∈ Supp(x)となる。すると

x(t′0) ≤ max {x(t′0 − t0), x(t0)} = 0 (3.36)

となるので t′0 ∈ Supp(x)である。したがって x /∈ R ({t′1, . . . , t′n} /t′0)となる。
(2) とくに x(ti) の最大値を考えると、ある j ∈ {1, . . . , n} で x ∈ Rj となる。i ∈ {0, . . . , n} について

t′i − ti ∈ U ⊂ U ′′ から (Step 2)より x(t′i − ti) < x(tj)となる。よって

x(t′0) = x(t0 + (t′0 − t0)) ≤ max {x(t0), x(t′0 − t0)} < x(tj) (3.37)

となる。ここで x(t′j − tj) < x(tj) = x(−tj)より非アルキメデス的性質から x(tj) = x((t′j − tj)+ tj) = x(t′j)

なので x(t′0) < x(t′j)となる。ゆえに x /∈ R ({t′1, . . . , t′n} /t′0)となる。
以上よりR ({t1, . . . , tn} /s) = R0 = R ({t′1, . . . , t′n} /t′0)となることが示されたのでこのU = U ′∩U ′′∩A◦◦

を取れば良い。

定理 3.32. (A,A+)を Huber pairとし、自然な射 (A,A+)→ (Â, Â+)から得られる adic spectrumの間
の射 g : Spa(Â, Â+)→ Spa(A,A+)は同相になる。さらに g は有理集合を有理集合に移し合う。

証明. g の全射性を示す。 x ∈ Spa(A,A+) ⊂ Cont(A)から連続性より Â上の連続付値 x̂ ∈ Cont(Â)へと
拡張できる。とくに Â+ について x(A+) ≤ 1と連続性から x̂(Â+) ≤ 1となる。ゆえに x̂ ∈ Spa(Â, Â+)かつ
g(x̂) = xより g は全射である。
g の単射性を示す。 x, y ∈ Spa(A,A+)について g(x) = g(y)のとき Aが Âで稠密かつ xと y の連続性
から x = y となるので g は単射になる。
有理集合の逆像は有理集合になること。 Aの定義環 A0 について Âの定義環 Â0 が取れて、A0 → Â0 と
なる。また、A0 の定義イデアル I について Â0 の定義イデアルは補題 3.26 より Î = IÂ0 である。ゆえに
A→ Âは adic射であるので命題 3.25(4)より g による有理集合の逆像は有理集合になる。
有理集合の像が有理集合になること。 任意に有理集合 U = R ({t1, . . . , tn} /s) ⊂ Spa(Â, Â+) をとる。
補題 3.31 から、ある 0 ∈ A の開近傍 V が存在して、とくに i ∈ {1, . . . , n} で任意の t′i ∈ ti + V につ
いて I ′ := t′1A + · · · + t′nA は A で開集合であり、U = R ({t′1, . . . , t′n} /s) となる。とくに A は Â で稠
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密より、(ti + V ) ∩ A 6= ∅ から、t′i ∈ A ととれる。ι : A → Â とすると、T := {t′1, . . . , t′n} ⊂ A につい
て、ι(T ) · A ⊂ A が開集合より、有理集合 R (ι(T )/ι(s)) ⊂ Spa(Â, Â+) が定義できて、上で述べたとおり
U = R (ι(T )/ι(s)) となる。*12事実 3.16 から U は Spa(Â, Â+) で quasi-compact である。g の連続性から
g(U) = {x ◦ ι ∈ Spa(A,A+) | x ∈ U}は Spa(A,A+)で quasi-compactである。さらに任意の x ∈ U につい
て (x ◦ ι)(s) 6= 0より、補題 3.30から、ある 0 ∈ Aの開近傍W であって任意の w ∈W と任意の x ◦ ι ∈ g(U)

について (x ◦ ι)(w) < (x ◦ ι)(s)となる。ここで、Aのある定義環の定義イデアルの有限個からなる生成系 S

について、ある正整数 N が存在して S(N) = {s1 . . . sN | s1, . . . , sN ∈ S} ⊂ W となる。D := S(N)とする
と SN ⊂ D ·Aで S が定義イデアルの生成系より D ·Aは Aで開集合になる。すると、(T ∪D) ·A ⊃ D ·A
から Huber(T ∪D) ·Aは Aで開集合であるので有理集合 R = R ((T ∪D)/s) ⊂ Spa(A,A+)が取れる。
g(U) = R となることを示す。まず、x ∈ U をとって g(U)の元 g(x)をとる。このとき任意の t ∈ T につ
いて x ∈ U = R (ι(T )/ι(s))から g(x)(t) = x(ι(t)) ≤ x(ι(s)) = g(x)(s)である。また、任意の d ∈ D につい
て D ⊂ W から g(x)(d) = x ◦ ι(d) < x ◦ ι(s) = g(x)(s)である。以上より g(x) ∈ R = R ((T ∪D)/s)とな
るので g(U) ⊂ Rとなる。
逆に、任意の x ∈ R について g の全単射性からただ一つの y ∈ Spa(Â, Â+) で g(y) = x となるもの
がとれる。ここで T ⊂ A と s ∈ A から任意の t ∈ T と s について x(t) = y(t) と x(s) = y(s) ゆえ
y ∈ UR (ι(T )/ι(s))より x = g(y) ∈ g(U)である。以上より x ∈ g(U)となるので、g(U) = Rとなる。した
がって Spa(Â, Â+)の任意の有理集合 U について g(U)は Spa(A,A+)の有理集合になる。
ゆえに g の全単射性と合わせて g : Spa(Â, Â+) → Spa(A,A+)は同相であり、有理集合を有理集合に移し
合う。
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