
$ 1witt rings

Sty strict p
- rings

p - prime number

R : ring が strict p - ring である ε は 以下を満たす = と :

い ) p - adically complete , separated ( R → IRIpR が合単射 )

(2 ) P は NZD

( 3 ) K = RIP が perfect ロ

Example区 p は strict
p - ring ロ

「3p : primenumber k : 標数Pa perject ring

( 1 ) K が乗り余環 の strict p
- ring R が 存在 し

R
'もそうであれば 唯一 の 同型射 があって R → R

'~

ゝ Kt
は Comm .

(2 ) Teichmiiler representatives と呼 ばれる map
τ : K→ R

があって [ (xy ) = τ(いいτ ( )
, τ( ) ≡ x wod p

( 3 ) 上
x ε R に対 し x = 殻 τ (u ) p" ( xu ε k ) e

一意 に 表 される

(4 ) ↑ : k → K
1
ε標数 p の perrect ring の 射 いて

2 .R
'

E ki K
'
n strice p - ring τ ,

τ
"
εki の Teirep .

cする = のCき F : RR τ( . )p " →⑫τ ' (γ(() ) pn
は 以下 を可換 にする準同型

R → R
'F

R →RF
↓ ↓ ↑τ ↑τr
K → Ki

σ
K → K

1

口



任意 の 2 つの 元 I [ (xn ) p
"

,
Ʃ τ(Yo ) p

"

の o を考えるそれぞ

ェ τ(Su ) P
"

= Ʃ IlK) P "
+

Ʃ τ (Yn )p
”
表す( xn .yu , su ε k )

xu, yn ,
sn の 関係そみる

[ ((0 ) ← [ (る o ) ≡ τ (Su ) modp なので x0 tyo = S .

mod p
2

τ (x0 ) ← P[ (x ) ← τ (Y。 ) + p τ (Y . ) ≡ [ (E0 ) ← PIls 、 )

K が per-fetより[ (5) = τ (S。*
)
↑= τ(x* Y .* )

P≡@(x*) +τ (Yor) YP
( ∵ τ (。*Yot )

≡ ～

dP τ(p)←τ ( Y.*) )
mod p

2

∴ .PI ( s ) ≡ pτ ( x .)+ τ ( )y - ( n )[(* )" T ( Yo* )P-
mod p

∴ τ (s . ) ≡ τ (x) +τ し、 )一
☆や

( ) τ (( .*) "
τ

( Y.e)
P -n

→ s , = x. ty
.

一 や( ) s。
" Yo"

同様 に 丸 [ Xo
,
X, Yo , Y . ] 上 で

ω ,( τ ) : =T WPLTO , T . ) "=ToPtPTおで

$ 0
= Xot Yo{

wpCS, S , ) = wp ( Xo ,X ) +wp (Y , Y.
) を 解 c τ .

So = tot 40
,
S

,
= xitY. - Ʃ * ( ) ×%

" YoP
"

eなる 。

同様 に .
Wp ^(To ,T," , T π ): =TPPT . …

p^Tnお ?

wpilso , d , ", Si )=wp (to,., x ^ )←wpito ," ,t lo εi ≤ n )

の 解 を ( So , … , Su )とする

sn = Su ( xon ,
y

. t ,", xn, yo ) ロ

積 も 同様 に Z～ ε 区 [ Xo ,Yo. …}を 定 める= ができる



S 1 . 2 Witt rings

( witTrings ) p : primenumber A :環

K (A ) : = A Wn (A ) : = 乳 A
Wp. XWCA ) → A : Cx , x "…

) → wpu(
xo ,xy " … .xu )

[ - つ . A → W (A ) : x → ( x ,
o
.
… ) = : [ x ] =定めるロ

T( (A ) にある 環構造が入り 以下をみたす

W (- ) は A 1 gx → Algx の 関手 となり

() ↑ : A → B 1= 対 し、 W( γ ) : lan )→ (F (an ) )

( 2 ) ω ph : W (A ) → A は 環 の 射射

□ は ( 0 ,
0
.

" ) 1 はい o . ∵ )
ロ

R : = 区 CXoiYo , X, と" … } e する

X = (Xu )
,
Y = ( Y^ ) ← WCR ) uて S = ( S. ) = X+ Y ε W (R )

とすると wph は 環 の 射 なので

wph ( S ) = wpu (× ) ← wm (Y ) ,

よって δ いは 先の {nc 同 じ

A : ringtx . YE W ( A) sn : =Su( xo, bo , " .Dnibu )

( resp En : = Zn (x, You
-

" ,xu , yu )

～y s = ( Su ) = xty cresp . Z = ( En) = x . y ) □

- ∵ ) σ . R → A を×^ →x
,
Y→ yo とすれば

s = W (σ ) ( $ ) = IN (γ ) (× ) T*(σ )( Y ) =xtY

この 和と積 によって WA ) の 環構造が 定 まっている

S 1 . 3Nitt rings or perrect rings

Thm. p : prine number k : 標数 p の perrect ring

R : k の strict p- ring τ : k の Tes . rep . = のこき

T . Wck ) →R : (xu ) → Ʃ τ (xi ) pr は isom □



∵ ) ↑ (xty ) = γ (x) + √(8 ) を示 す (積も 同様 ) s = xtz cする τ

sn = Su ( xo , Yo ,
"

,
xn .
yu ) = の τ き

snpt = $ n ( xopt , yopt , . …
,xapt , yu ) よ。 ?

sin . = sipit ix. = xip yi .: = yitすれば 1. 1.4 より

Ʃ τ ( っ(i
^ ) p

^
t ≥ τ ( ŷ ) pi = Ʃ τ (si ) pi

(=⇒ σ()" ← r (y ) = F( s ) 四

5 z Perfectoid rings

p : prime number ε コティする

52 . 1 Ainr rings

W (- ) ε per-feaFp
-alg に 制限する ε

XW (- ) : h perfect Fp- algy → h p - adicallycomplete xp -alg y

は colimit を保存する

へ
( ☆w (tn) /p* ん=沿
ん ( A ^ /☆W ( A )̂=w ( a .)/pw ( A.) =

1 凸 Ai

でい . 3 () より )

よって IN ( - ) は右随半関手をもつ

これは tilting o呼ばれる関手 で S→最xr SIps でチえられ

S
b
e 表す 実際

Hom ( IN( R ) , S ) →Hm ( R , S'pS ) → Hom ( R , St )

σ →W ( R)→$ →
S
/ psi → tilting ε r る .

↓
ーここれ

W (R )/PWCR)

は全単射 となる 。 = の 2
き
counit



Hom ( WlSt )
,
S ) → Hom ls

'

,
Sb )

Q id

を θ r おc .また Ainr ( S ) i = W ( SD) とおく

# : sb → S : tx% ,
xn

.
, … )t lim xup

"

= : x
#
cする τ

θ ( Ex ] ) = x
# ( - ; θ( [x コ ) = 1 im θ (Cxij )

p

" = 1imx)#"

= x# )

以下 より
x
ε SD

は
x = ( xx

), xx" , … ) ( x
'
ε Sps )

と表

S 2
.
2 perrectoid rings

s . ningが perjictoid である εは 以下 ε満 たすこ:

(

) a πε S s .t . S は π- adically complete , separated , (P) C (π
P )

(2 ) 9 : sps → Sps: x i → xp がsurjictive

( 3 ) Ker θ が principal ロ

Ts : ring, π
- adically complete , separated

( T π ES , CP ) C(π P ) )以下 は同値 :

( い ) SIπ pS Slπps : x t) xP は全射

( 2 ) SIps → SIps /
1

( 3 ) S / πPS → SIπPS / /

(4 ) θ : Ainr ( S ) → S は surjective 口

∵ ) ( ) ⇒ (2 ) ⇒ (3 ) は 明らか

(3 ) =7 c) : kxt s , ≥ = ⑳xiP π
p
ε 表 されるので

x ≡ ( ☆ xi π i ) P mod πp より OK
4



(4 ) ⇒ (2 ) : Hom (AAinr ( s ) , S) →tomlsD, S
'
) にそった

θ の像 を θ
'

=する z θ① はsurj .
で
Fx ' εSIps

, axtsb

x
'
= θ「ix ) = xc )

= x) p より OK
1

(2 ) ⇒ (《 ) : 上 の θε 用 いて ( 2 )より
θ

' はsuoj であるので

tacs ax . ε sb , θ (cx 0 ) ≡ a modp よて

aa , aS ,a = θCxo ] ) ← pal ,

以下同様に

a = θ ( cx コ) p ^ を 得 る。よ 。 て a = θ( [ xi コ p
^ )
// 四

これにより
,
S が perjectoid なら. S = W (SP)/( Y )

( Ker θ= (a ) εした )

LemS が per -fectoid である =ετ *下は 同値

aB : perfect Fp -alg
.
2 g = ( , , … ) ε W ( B) s ..

S = WCB ) / ( そ )

かつ 。 Bはそ 。 - adicallycompleteτ " そ 、
ε BX

ロ

Ts : ring . π

-adicallycomplete (πES ,CPC))

φ : S Iπ S → SIπPS : x-⇒ xn は surjective e する 、

c" Ker θ が principal ⇒ φ は isom で Kerθ の生成元は NZD

(2 ) φ が 'som で πが NZD ⇒ Ker θ は principal ロ

- ∵ ) φ がsurjより 2
.

2
. 2( 3 )が成り 玉 )ので 2 .

2
. 2( )が成り 右)

π DESb C ヨ
U
ε SX. O ( Cπ)) = 匹)

#
= π い

となるものが存在 する
型
SI πpS → 凸 S /pS = SP はモノイドeして isom よて

1→ xp



ョ FD ε SD
,
(π
) )
#
≡π md π p

∴
.
axt

S [ )
#
= π- πPx = π ( (- p) )

= の 2 き ( -px ) ( ( t(pp ) ←(px
)
t … ) = 1 より

- Px ε S
×

y

今回 の Thm は π を 戦単元倍 しても影響がないので

π を π ( ( t px ) におきかえてよ

次に .Kev θ の生成元を求める. ( p )( πP ) εθの全射性より

P = πPOGR ) (
ヨ
ε Ainγ( S 1 )e 表 される 。

そ = PtC π
b ] Px cするτ θ () = P+πPO (x) = 0 より

q ε ken θ .

Kerθ が principal であるきKerθ =
( ぞ) e表すe aa εAinr (d )

= a ,a ε Aini (s )
×
を 示 す

( π* Pxo,Itπ bp'x . , … ) = P +[
πコ x = そ =a

= ( 30, ' , … )( a , ay … )=(a 。 , Pa , + a ' . …)ε AAinr(S )

よて 去 ' aoP = it T πbp
'

x. - Pa . ε Sb

SD = 凸 SIπ S なので これを SIπ S に 送る τ

Ainp ( st ⑤ S → SIπ S

%a= の 射 で 送る=τ 同じなので

modIし modu

θ ( C G 「 a 。
Pコ ) ≡ 1 t πθ ( cx.コ ) - 0 ≡ 1

よて. ' ao =CYo, Y "
… ) ε S "

( YitSIπ S )

e 表したきYo ε S π S )×
で Yo " が存在



y .
P = Yo なので Yi " = y

.. ! yo " e なり

Y. L
)
P = (

Y .
P) PY (yoyP =

} o "なので 'aP ε ( SP )
×

ょって ao ε ( SP )× よ, τ a = Ca .コ tP ε Ainr (δ ) (tAirld )

なので
, a ε ( Aini

( S ) ) ×
:

∴ Ker θ = ( 3 )

( ) " = の τ王 . θ :Ainr ( S )/ ( 9
) → S は isom よて

SF /πbPSb = Ainr ( S )/(, [πbコ P )
→ SIπPS

SD /πDSD = Aini ( S ) / (, Cπ] ) → SI π S は isom

この2き φ は φ: STπDSD →SI
πPPSD によてひきおされる。

SP は perfect より φ ' t isom .よって φ は'som

が NZD を 示すab ε Ainrls ) b = 0 c する τ

tr : 奇数 で P ^+ ( CπPJPx )
r
= (PtCπbDP ) (PIprcπoPt.…)

なので (P午 ( Cπb コPx) r ) b
= 0 .

よって
P

^ b ε[π ]
^
A 、nσ ( S ) より

prb = co ,0 -

0
, b.' ,bi . ) = C πbJP

'

C ( aC )

～
r

= (Tπ DPrco ,πr
)

"c ,…
, (π

bp)
e^ … )

よって biPr ε ( π
B ) prei' rs " :∴ biε

( π )birsb

∴ b = 0
.
( SD は π

-adicalycompleteseparatrd
より )

(2 ) . :
π り ε

S
"の存在より T πnt " =π いなる列 S π と CS

が取れるので π= π ne 表す

st → SIπ$ n Ker が (π
b ) である =ε を示す



SIF π S → SI πPS が

isom より

Enely , .St π ts →SI π S もisomp - P

x ε $
D
= S/ π S が x 《 ) = 0 のとき

x ) p^= x( o
) =
0. よって ① より

St πptS → … → S/π S

x～, xinp
" = 0

,

xcn ) ≡ 0mod π なる

x
(n
)n代表 xn r e , てxn =π Yn e表 す、

π pyntP= xn IP = xn = πYn. π は NZD なので

Yut) P =yu よて Y = tYo
,
T. … ) ε S 'すれば

x = πb . Y ε(
π b

)

以 上より Ker が π ) で

SPI
πbSD → SIπ S

これより Ainr ( S )/ ( µ 、 [
πb コ
) =S"SD → SIπ S が isom なので

x ε Ainr ( s ) が θ (x ) = O neき , x ε ( , C π
b コ )

∴ x = Yo 9 T Cπb]x . ( aYo , . εAinr ( S ) )

→ πθ (x. ) = θ ( Cπ'] x ( ) = θ ( )( - yo 3 ) = 0 で

πが NED より θ (x. ) =
0

.以下同様 に

x = を ( Yo t な 、 [π ] ←… ) ε ( そ ) 11 四


