
Le lemme d’Abhyankar perfectoide

https://ryo1203.github.io

概要
Le lemme d’Abhyankar perfectoide ([An1]) の何章かを日本語でメモする。和訳そのものではなくい
くつか書き足したり省略したりしている。まだ理解できていない命題などには?をつけてある。3章までが
元々の目的で、書き終えたため以降は?を解消していき適宜 4章以降も記述していく。章の番号などは原文
に揃える。
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1 Preliminaires de presque-algebre

1.1 Cadre

cadreもしくは basic setupとは、環 V とその冪等イデアル m = m2 の組 (V,m)のことである。
[GR] と同様に m̃ := m ⊗V m が V 上平坦であることを仮定する。この仮定は base change で不変である

([GR] Remarque 2.1.4)。 *1mが V 上平坦であるよりも弱い条件である。もし V 上平坦であれば m ∼= m̃と
なる。
π ∈ V を非零因子とし、(π1/pi)を整合的な p乗根の列とするとき、単項イデアルの和集合

π1/p∞V :=
⋃
i≥1

π1/piV (1.1)

を上記の mとして取ることが出来る。本稿ではこの場合を考えれば十分である。

1.2 V a-module

V a 加群の圏 (V a-Mod)(正確には (V,m)a 加群の圏)とは V 加群の圏 (V -Mod)の m-torsionなものからな
る Serre部分圏による圏の局所化のことである。ここで、V 加群が m-torsionであるとは、mによって消える
ことであり、これを almost zeroであるという。
HomV a(M,N) = HomV (m̃⊗V M,N)となる ([GR] 2.2.2)。
V 加群の射が almost injective/almost surjective であるとは、その核/余核が almost zero であることであ
る。これらは V a 加群の圏における mono射と epi射に対応している。
V a 加群の圏はアーベル圏である。とくに V 加群の射が almost injectiveかつ almost surjectiveであるこ
とは almost isomorphismであること (V a-Modで同型であること)に等しい。対象に関しては恒等的な局所
化関手M 7→Ma は次の随伴を持つ。

(1) 右随伴:N 7→ N∗ := HomV a(V a, N)(これを almost elementという)。*2
(2) 左随伴:N! := m̃⊗V N∗。

*1 環準同型 V → W があるとき、m ⊂ V を base change した mW := m ⊗V W とイデアルの拡大 mW について、m̃W
∼= ˜mW

である。これによって (W,mW )は cadreになる。
*2 ”右”随伴だから Homの”右”と可換な lim←−と可換。
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とくにこれらは colimitと limitについて可換であり、

HomV a-Mod(M
a, Na) ∼= HomV (m̃⊗V M,N) (1.2)

が成り立っている ([GR] 2.2.2)。さらに (N∗)
a ∼= N と (Ma)∗ ∼= HomV (m̃,M)が成り立つ (この右辺も混同

のない限りにおいてM∗ と書くこともある)。関手 (−)∗ は右完全ではないが、射 N → N ′ が epi射であるこ
とと N∗ → N ′

∗ が almost surjectiveであることは同値である。

1.3 Lemmes de Mittag-Leffler et de Nakayama

現在の文脈における Mittag-Leffler の補題は次のとおりである。(Nn)を V a 加群の射影系とし、その間の
射が epi射であれば lim←−N

n → N0 は epi射になる。これは V -Modで同様に成り立つことと、二つの右完全
関手 (−)! と (−)a を順番に作用させることによって示される ((−)! と (−)a の合成は V a-Mod上で恒等的で
ある)。*3
以上よりアーベル圏 V a-Mod は bicomplete である。(すなわち colimit と limit を持つ) また、V を

generatorとして持ち、epi射の積はまた epi射になり、したがって limi はアーベル群の圏におけるものと同
じ形になる。とくに可算な添字集合であるとき i > 1は消える。局所化関手は lim1 と可換であるので通常の
余核として計算できる。
現在の文脈における完備な加群に対する中山の補題は次のとおりである ([GR] Lem.5.3.3)。*4I を V のイデ
アルとし、f : M → N を I 進完備な V a 加群*5の間の射とする。このときM/I → N/I が epi射ならば f も
epi射になる。
実際、水平方向の (各次数ごとに積をとる)射が epi射である可換図式 (テンソル積や grは V -Modで取っ
ている)

(grI V )⊗V/I M/IM grIM

(grI V )⊗V/I N/IN grI N

1⊗f grI f

について、仮定から左の射が epi射なので grI f も epi射になっている。これより、fn : M/InM → N/InN も
epi射になり、蛇の補題からKer(fn+1)→ Ker(fn)も epi射になる。limitを取ることによってMittag-Lefller

より lim1 Ker(fn) = 0になるので f は epi射になる。

1.4 V a-algebra

V a 代数 (本稿では常に可換なもの)とは V a-Modにおける (可換)モノイド対象である。V a 代数からなる
V a-Modのモノイダル部分圏を V a-Algと表す。関手 (−)a は V -Algに V a-Algを対応付け、(部分圏への制
限によって)(−)∗ を右随伴として持つ。また、左随伴として ((−)! ではなく)(−)!! を持つ ([GR] 2.2.25)。ここ
で [GR] Rem.2.2.28 の後に書いている通り ((−)!!)a ∼= idV a-Alg になる。
圏 V a-Algはテンソル積を持ち、(A⊗V B)a ∼= Aa ⊗V a Ba となる。

*3 m̃が V 上平坦であるので N! = m̃⊗V N∗ ∼= m̃N∗ ⊂ N∗ となる。すると N!
∼= m̃N∗ と N∗ が almost isomorphismであるこ

とから (N!)
a ∼= (N∗)a ∼= N より従う。

*4 [AM] Lemma 10.23の類似。
*5 V a 加群が I 進完備であるとは、自然な射M → lim←−M/In が V a-Modで同型になることである ([GR] Def 5.3.1(iv))。
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もし Aが V a 代数だったとすると、圏 A-Modや A-Algを定義できる ([GR] 2.2.12)。*6また、M と N を
A加群とするとき、HomA-Mod(M,N)は自然に A∗ 加群の構造を持つので

alHomA(M,N) := (HomA-Mod(M,N))a (1.3)

を定義できる。これを almost morphism という ([GR] 2.2.11)。関手 (−)a は A∗-Alg に A-Alg に対応付け、
(−)∗ を右随伴として持つ。A 代数 B に対して B∗ = HomV (m̃, B) は加群の構造だけでなく、確かに A∗ 代
数の構造を持つ。とくに (非自明な) 積構造を持つ。実際、[GR] 2.2.9 のように定まる。つまり a, b ∈ B∗

について、(V, m̃) が cadre であることから得られる同型 ν : m̃ ⊗V m̃ → m̃ によって、x ∈ m̃ に対して
(a · b)(x) := µB ◦ (a⊗ b) ◦ ν(x)によって定義される。
K 代数 (結合的可換かつ単位的) の圏が (small) limit と colimit を持ち、加群化関手 (K-Mod への忘却関
手)は limitと filtered colimitを保つことがわかっている。(−)a を介して、almost algebraに対しても同じ
ことが言える。有限直積への分解 V =

∏
Vi を与えることは冪等な完全正規直交系 ei ∈ Vi を与えることに等

しい。
圏 A-Modはテンソル積 ⊗V を持ち、これが A-Algに余積を与える。
V a-Algの射 ϕ : A→ B が mono射であることと ϕ∗ : A∗ → B∗ が almost injectiveであることは同値であ
る。この場合を B が Aの拡大という。

1.4.1 Exemple

almost algebra は次のような場合に自然に出てくる。K を非離散的な付値をもつ完備体とする。V := K◦

を付値環とし、m := K◦◦ を付値イデアルとする。$を mのゼロではない元とし、Aを$-torsionが無い、も
しくは infinite $-divisible *7が無いような V 代数とする。K 代数 A[1/$]に対して $ から得られる自然な
ノルムを与える。このとき単位円板は (Aa)∗ に等しい (命題 2.3.1(2b)) (一般には単位円板は A と異なるが
almost isomorphismになることがわかっている)。

1.5 Recadrage

cadre の変換 (V,m) → (V ′,m′) を考える (V から V ′ への環準同型であり、m を m′ の中へ移すものであ
る)。スカラーの制限による完全関手 V ′-Mod→ V -Modによって、完全関手

(V ′,m′)a-Mod −→ (V,m)a-Mod (1.4)

を得る。もし m′ = V ′ = V だとすると、この関手は局所化関手 (−)a : V -Mod → (V,m)a-Modに等しい。*8
同様にして環構造を変えないスカラーの制限による関手 (V ′,m′)a-Alg→ (V,m)a-Algが定義できる。この関
手で A′ に Aが対応されるとき、次の関手

A′-Mod −→ A-Mod, (1.5)

A′-Alg −→ A-Alg (1.6)

*6 対象は通常の A加群や A代数で考えられ、射のみが異なる。一般の”モノイダル圏上の加群”という概念に等しい。
*7 x ∈ Aが infinite $-divisibleであるとは、任意の正整数 nについて x ∈ $nAであるようなものである。
*8 (V, V )を cadreとするときの almost zero moduleは zero moduleに等しいので (V, V )a-Modは V -Modそのものである。
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を recadrageという。とくに対象の下部構造は変化していないが、cadreが変化している。もし m′ = V ′ = V

だとすると、この関手は局所化関手 (−)a : A-Mod/Alg→ (V,m)a-Mod/Algに等しい。もし mが m′ を生成
するとすると、recadrage は同型になる。これは A′ 7→ A と対応しているため、もともとその下部環構造は
変化しておらず、その上の加群も変化せず、mが m′ を生成していることから almost zero moduleであるこ
とも変化しないからである。ここで、almost element をとる関手 (−)∗(= ((−)a)∗) : V ′-Mod → V -Mod と
recadrageを一度挟む関手 V ′-Mod→ (V ′)a-Mod→ V a-Mod→ V -Mod の二つの関手の間の自然変換

HomV ′(m̃′, N) −→ HomV (m̃, N) (1.7)

を (自然に)与えることが出来る。
感覚的には、m ⊂ m′ であることから”almost”性 (almost zeroなど)は recadrageによってより緩い条件に
なる。*9しかし mが m′ を生成する場合は変化しない。

1.6 Platitude

A加群M が flatであるとは、A-Mod上の自己関手 −⊗AM が完全になることである。
射 ϕ : A→ B が (faithfully)flatであるとは、B ⊗A − : A-Mod→ B-Modが (faithful)exactになることで
ある。射 ϕが flat(faithfully flat) であることと、B が A加群として flat(ϕが mono射かつ B/Aが A加群
として flat)は同値 ([GR] 3.1.2(vi))。*10もし ϕ∗ が flat(faithfully flat)であればこの条件は満たされる。さら
に、ϕ : A→ B が faithfully flatであることと ϕ!! : A!! → B!! が faithfully flatであることは同値 ([GR] 3.1.3

ii)。*11(faithfully)flat なものたちの filtered colimit は、また (faithfully)flat になる。base change や合成な
どについての通常のものと同様な性質も成り立っている ([GR] 3.1.2)。

1.7 A-Modules projectifs finis

今までのものと異なり、通常の加群とは微妙に異なる状況であるような性質について見ていく。

1.7.1

Aを V a 代数とする。A加群 P が finite projectiveであるとは、任意の η ∈ mに対して、ある正整数 nと
A加群の射 P → An → P であって、この合成が ηidP になっていることである (この性質は A-Modでの P

の同型類によらない)。
finite projectiveであることは以下の二つの条件を満たすことと等しい ([GR] 2.3.10(i), 2.4.15)。

(a) P が almost projective である。すなわち、任意の A 加群 N と任意の i > 0 で mExtiA(P,N) = 0 と
なる。

(b) P は almost finite typeである。すなわち、任意の η ∈ mについて、射 An(η) → P が存在して、その
余核が η によって消える。

*9 mや m′ を掛けて消えるものを無視するが、mより大きい m′ を掛けても消えなければならない方が条件が厳しい。
*10 faithfully flatの方については、0→ A→ B → B/A→ 0に関する Tor sequenceを考えれば良い。
*11 一般に (−)!! で flat性は保たれない。
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1.7.2 Remarque

(1) finite projective な加群 P は flat である ([GR] 2.4.18)。加えて、P が A 加群として faithful(すなわ
ち、A→ (End(P ))a が mono射)になるならば faithfully flatである。

(2) P を finite projectiveであるとき、その外積 ∧r P も finite projectiveになる。また、trace morphism

と呼ばれる射 trP/A : (End(P ))a → Aを得る ([GR] 4.1.1)。
(3) A′を faithfully flatなA代数とする。このとき P が finite projectiveなA加群であることと、P ⊗AA′

が finite projectiveな A′ 加群であることは同値 ([GR] 3.2.26 (ii)(iii))。

補題 1.7.1. I を Aのイデアルとし、Aは (V a 代数として)I 進完備であるとする。このとき任意の finite

projectiveな A加群 P は (A加群として)I 進完備である。

証明. ([GR] 5.3.5 参照) 自然な射 P → P̂ := lim←−P/I
n が (A-Modでの)同型になることを示せば良い。任意

の η ∈ mについて、ある正整数 nが存在して可換図式
P An P

P̂ Ân P̂

を得る。水平方向の合成はともに ηidであり、真ん中の垂直方向の射は Aの I 進完備性から同型になる。図
式を追うことで P → P̂ の核と余核は η で打ち消されることがわかる。よって P → P̂ は A-Modで同型にな
る。

finite projective な A 加群 P が of (constant) rank r であるとは、∧r+1
P = 0 かつ、∧r P が可逆 A 加

群*12になることである ([GR] Def 4.3.9 (iv))。[GR] 4.4.24 によれば、このような加群は fpqc topologyに関
して階数 r の局所自由加群になっている (この結果は以降では使わない)。

1.8 A-algebrés étales finies

A代数 B が finite étale/finite étale of rank r とは次の二条件を満たすことである。

(a) B は finite projective/finite projective of rank r な A加群である。
(b) B は unramifiedである。すなわち、A代数としての分解 B ⊗A B ∼= B × C であって、この同型と第
一成分の射影の合成 B ⊗A B → B × C → B は積を取る準同型 µB : B ⊗A B → B と一致するものが
ある。

(a)のもとで、(b)の条件と µB が flatであることは同値 ([GR] 3.1.2 (vii), 3.1.9)。

1.8.1 Remarque

(1) finite étale拡大 A ↪→ B は faithfully flatである。

*12 A加群M が可逆であるとは、M ⊗A M∗ ∼= Aとなることである。ただし、M∗ := alHomA(M,A)である。
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(2) B を A 上 finite étale とするとき A 加群の射である trace 写像として TrB/A : B → A が、b ∈ B の
積による B 上の自己準同型のトレース () を取ることによって得られる ([GR] 4.1.7)。これは base

change と可換であり ([GR] 4.1.8(ii))、B の元の積との合成によって B とその A 双対が同型になる
([GR] 4.1.14)。B∗ はその A∗ 双対と同型になる。B がとくに finite étale 拡大のときは TrB/A は epi

射になる (上記 (1)と [GR] 4.1.11)。
(3) A′ と B を A 代数とし、A ↪→ A′ が faithfully flat であるとする。このとき B が A 上 finite étale

(of rank r) であることと B ⊗A A′ が A′ 上 finite étale (of rank r) であることは同値 ([GR] 2.4.18,

3.2.26(ii))。

1.8.2

Grothendieckの”remarkable equivalence”は現在の文脈においても、m = π1/p∞V か、Aが π 進完備であ
れば成り立つ。すなわち、π による剰余によって finite étale A代数と finite étale A/π 代数は圏同値になる
([GR] Theo 5.3.27)。

1.9 Extensions galoisiennes

1.9.1

A ↪→ B ↪→ C を V a 代数の拡大とする。X ⊂ HomA(B,C) として A 上の環準同型からなる集合とする。
このとき標準的な C 代数の射

B ⊗A C −→
∏
χ∈X

C (1.8)

b⊗ c 7−→ (χ(b)c)χ∈X (1.9)

が取れる。
また、Gを B の A自己同型からなる有限群とすると、B → B ⊗A B, b 7→ 1⊗ bによって B ⊗A B に B 加
群の構造を入れると、標準的な B 代数の射

B ⊗A B −→
∏
γ∈G

B (1.10)

b⊗ b′ 7−→ (γ(b)b′)γ∈G (1.11)

が得られる。n を G の位数とし、Gn の元 (γ1, . . . , γn) に、その添字の入れ替えによって Sn を作用
させる。このとき輪積 (produit en couronne) によって群 Sn o G が定義できる。*13ここで

∏
γ∈GB に

(σ, (γ1, . . . , γn))(b1, . . . , bn) = (γσ−1(1)(bσ−1(1)), . . . , γσ−1(n)(bσ−1(n))) によって Sn o G を A 自己同型に作
用させる (G ⊂ AutA(B)であることから A自己同型であることがわかる)。
BGによってBの中のG-不変なものからなるA代数を表す (BGはA加群としてはB

(...,γ−1,... )−−−−−−−→
∏
γ∈GB

の核と一致する)。

*13 Sn o G は上記の Sn の Gn への作用による半直積とする。すなわち、集合としては Sn × Gn であり、積は
(σ, (γ1, . . . , γn))(σ′, (γ′1, . . . , γ

′
n)) = (σσ′, (γσ′(1)γ

′
1, . . . , γσ′(n)γ

′
n))として定義される。
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1.9.2

V a 代数の拡大 A ↪→ B が群Gに関して Galois*14であるとは、A加群としての同型 BG ∼= Aがあり、(1.10)
の標準的な射 B ⊗A B →

∏
γ∈GB が B 加群として同型になることである。この群 Gをこの拡大の Galois群

と呼ぶ。(−)∗ が colimit と可換なので、Galoisであることは (B∗)
G = A∗ かつ (B ⊗A B)∗ →

∏
γ∈GB∗ が

(通常の意味で)同型になっていることである。*15自然に G ×Gは B ⊗A B ∼=
∏
γ∈GB 上の A自己準同型を

得るが、次の対応

G×G −→ Sn oG (1.12)

(γ, 1) 7−→ (rγ−1 , (1, . . . , 1)) (1.13)

(1, γ) 7−→ (lγ , (γ, . . . , γ)) (1.14)

によって G × Gは Sn o Gの部分群になる。ただし、g ∈ Gについて lg と rg はそれぞれ G = {γ1, . . . , γn}
と添字付けるとき、

γrg(i) = γi ◦ g (1.15)

γlg(i) = g ◦ γi (1.16)

によって lg, rg ∈ Sn とみなす。とくに Sn oGの部分群になることで G×Gは B ⊗A B の A自己同型から
なる群である。

命題 1.9.1. (1) A ↪→ B が Gに関する Galois拡大であるとすると、これは階数が Gの位数であるよう
な finite étale射になる (とくに (1)から faithfully flatになる)。また、trace写像 TrB/A が G共役
元の和 b 7→

∑
γ∈G γ(b)によって与えられる。

(2) A′ を A代数とする。A ↪→ B が Gに関する Galois拡大であるならば A′ ↪→ B ⊗A A′ も Gに関す
る Galois拡大になる。A′ が A上 faithfully flatのときはこの逆も成り立つ。

(3) C が Gに関する Galoi拡大 A ↪→ B の中間にある拡大で、C ↪→ B が H / Gに関する Galois拡大
であるとする。このとき BH ∼= C から自然に、G/H は C から B への A上の環準同型からなる集
合になり、(1.8)の標準的な射 B⊗A C →

∏
γ∈G/H B を考えることが出来るが、これは同型になる。

さらに A ↪→ C は階数 |G/H|の finite étale射となる。

証明. (1) 重要な点はBが A上 finite étaleであって、とくに section 1.8の定義から、Bが finite projective

な A加群になっていることである (古典的な環の Galois理論の議論をもとに考えていく)。B は A上 Gに関
して Galoisゆえ (B∗)

G = A∗ となっている。B∗ の A∗ 上の共役元の和を与える写像

tB/A : B∗ −→ (B∗)
G = A∗ (1.17)

b 7−→
∑
γ∈G

γ(b) (1.18)

*14 almost Galoisということもある。
*15 (−)∗ が一般にテンソル積と可換ではないので、B が A 上 Galois だとしても B∗ が A∗ 上 Galois であるか否かはわからない。
さらに (−)!! が一般に有限積と可換ではないので、B!! が A!! 上 Galoisであるか否かもわからない。
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をとる。ここで B を B⊗AB ∼=
∏
γ∈GB の第一成分の射影*16によって B⊗AB 加群とみなすことにする (こ

れは µB : B ⊗A B → B によって B ⊗A B の構造を入れていることに等しい)。B = (B∗)
a であることに注意

すると、V a-Algのテンソル積の定義から

B ⊗A B = (B∗)
a ⊗(A∗)a (B∗)

a = (B∗ ⊗A∗ B∗)
a (1.19)

ゆえに、(B ⊗A B)∗ = (B∗ ⊗A∗ B∗)∗ となることから得られる自然な射 B∗ ⊗A∗ B∗ → (B ⊗A B)∗ は almost

isomorphismになる。
任意の η ∈ mを一つ固定する。仮定から (B ⊗A B)∗ ∼=

∏
γ∈GB∗ より、(1, 0, . . . , 0) ∈

∏
γ∈GB∗ に対応す

る冪等元 e′η ∈ (B ⊗A B)∗ が取れる。almost isomorphism であることから、余核が η で打ち消されるので、
とくに eη := ηe′η ∈ B∗ ⊗A∗ B∗ となる。すると

e2η = (ηe′η)
2 = η2e′2η = η2e′η = ηeη (1.20)

より e2η = ηeη ∈ B∗⊗A∗B∗となる。さらに積を取る写像 µB∗ : B∗⊗A∗B∗ → B∗の核Ker(µB∗) ⊂ B∗⊗A∗B∗

はそれぞれ (B ⊗A B)∗ と
∏
γ∈GB∗ のイデアル I, J に almost isomorphism である。まず、J は射の構成

(1.10)から {0} ×∏γ∈G\{idB∗}
B∗ に含まれる。ゆえに (1, 0, . . . , 0)によって打ち消される。元の対応を考え

れば (B ⊗A B)∗ において e′ηI = 0となる。Ker(µB∗)と I が almost isomorphismから ηI ∼= Ker(µB∗)であ
る。ゆえに

eη Ker(µB∗) = ηe′η Ker(µB∗)
∼= η2e′ηI = 0 (1.21)

より、eη ∈ B∗ ⊗A∗ B∗ は Ker(µB∗)を打ち消す。また、e′η と (1, 0, . . . , 0)の対応と (1.10)の構成から

µB∗(eη) = µB∗(ηe
′
η) = η1B∗ (1.22)

より µB∗(eη) = η1B∗ ∈ B∗ となる。
eη ∈ B∗ ⊗A∗ B∗ より、ある正整数 n(η)によって

eη :=

n(η)∑
i=1

bi ⊗ b′i (1.23)

と表せる。eη = ηe′η であり e′η が (1, 0, . . . , 0) に対応していることから、(1.10) によって eη を移せば、
G 3 γ 6= idB∗ ならば

∑n(η)
i=1 γ(bi)b

′
i = 0かつ、∑n(η)

i=1 bib
′
i = η1B∗ となる。したがって、b ∈ B∗ について、

ηb =

n(η)∑
i=1

bbib
′
i =

n(η)∑
i=1

bbib
′
i

+
∑

γ∈G\{idB∗}

n(η)∑
i=1

γ(bbi)b
′
i

 =
∑
γ∈G

n(η)∑
i=1

γ(bbi)b
′
i =

n(η)∑
i=1

tB/A(bbi)b
′
i (1.24)

である。このとき次の A∗ 加群の射の合成

B∗ A
n(η)
∗ B∗

b 7→(tB/A(bbi))
n(η)
i=1 (ai)

n(η)
i=1 7→

∑n(η)
i=1 aib

′
i

は ηidB∗ になる。したがって ((−)a で A-Mod に移して考えれば)B は A 上 finite projective であることが
わかる。B が G に関して A 上 Galois であることからとれる同型 B ⊗A B ∼=

∏
γ∈GB より、B は A 上

unramifiedであるので B は A上 finite étaleになる。

*16 b⊗ b′ 7→ (γ(b)b′)γ∈G で第一成分で取る γ ∈ Gは γ = 1 = idB ∈ Gとしている。
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A → B が faithfully flat であることからその base changeである B → B ⊗A B ∼=
∏
γ∈GB も faithfully

flatになるので faithfully descentから B は階数 |G|になる。?また、TrB/A = (tB/A)
a となる。

(2) B が G に関して A 上の Galois 拡大より、上で示した (1) から A ↪→ B は (faithfully)flat になる。
よって A′ → B′ := A′ ⊗A B は環の拡大になる。B ⊗A B ∼=

∏
γ∈GB より、B′ 加群として

B′ ⊗A′ B′ = (B ⊗A A′)⊗A′ (B ⊗A A′) ∼= (B ⊗A B)⊗A A′ ∼=

∏
γ∈G

B

⊗A A′ ∼=
∏
γ∈G

B′ (1.25)

となる。また、Gを B′ = B ⊗A A′ の第一成分に作用させることで section 1.9.2のように G×G ⊂ Sn oG
の部分群として作用させられる。(B′ ⊗A′ B′)G×1 を計算する。(1.12)によって G× 1の任意の元 (γ, 1)に対
応する (rγ−1 , (1, . . . , 1)) ∈ Sn oGをとる。

∏
γ∈GB の元 (b1, . . . , bn)が任意の γ ∈ Gで

(rγ−1 , (1, . . . , 1))(b1, . . . , bn) = (b1, . . . , bn) = (b(rγ−1 )−1(1), . . . , b(rγ−1 )−1(n)) = (b1, . . . , bn) (1.26)

となるとする。G = {γ1, . . . , γn}と添字付けられていて、(1.15)の定義から γ(rγ−1 )−1(i) = γi ◦ γ ゆえ、とく
に γ := γ−1

i ◦ γj と取れば γ(rγ−1 )−1(i) = γj となる。このことから任意の二つの添字を入れ替えるような作用
を G× 1は含むので、b1 = · · · = bn となる。対角成分を考えることで、B′ 加群の同型

A′ ⊗A′ B′ ∼= B′ ∼=

∏
γ∈G

B′

G×1

∼= (B′ ⊗A′ B′)G×1 (1.27)

となる。また、A→ B が flatより、その base change A′ → B′ も flatになる。ここで、G-不変な部分は

(B′ ⊗A′ B′)G×1 = Ker

B′ ⊗A′ B′ (...,(γ,1)−1,... )−−−−−−−−−−→
∏
γ∈G

(B′ ⊗A′ B′)

 (1.28)

B′G = Ker

B′ (...,γ−1,... )−−−−−−−→
∏
γ∈G

B′

 (1.29)

と、核として得ることが出来る。完全列 0→ B′G → B′ →
∏
γ∈GB

′ に flatな射 A′ → B′ によって −⊗′
A B

′

を作用させれば、完全列

0 −→ B′G ⊗A′ B′ −→ B′ ⊗A′ B′ −→
∏
γ∈G

(B′ ⊗A′ B′) (1.30)

が得られる。核を比較すれば
(B′ ⊗A′ B′)G×1 ∼= B′G ⊗A′ B′ (1.31)

であることがわかる。(1.27)と (1.31)から自然な射によって同型

A′ ⊗A′ B′ ∼= B′G ⊗A′ B′ (1.32)

を得る。A′ → B′ の faithfully flat性*17から A′ ∼= B′G となる。これと (1.25)から A′ ↪→ B′ は Gに関する
Galois拡大になる。

*17 A′-Algにおいて”almost”に通常の場合と同じことが成り立つ。
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A→ A′ が faithfully flatならここまでの同型について faithfully flat descentより A→ B に関する同型に
降下するので逆も成り立つ。
(3) (1.8)で X = G/H として与えられる標準的な B 代数の射 C ⊗A B →

∏
γ∈G/H B に B ⊗C −を作用

させた B ⊗C (C ⊗A B)→ B ⊗C (
∏
γ∈G/H B) は次のように同型な射の合成によって得られる。

B⊗C (C⊗AB) ∼= B⊗AB ∼=
∏
γ∈G

B ∼=
∏

γ∈G/H

(∏
h∈H

B

)
∼=

∏
γ∈G/H

(B⊗C B) ∼= B⊗C

 ∏
γ∈G/H

B

 . (1.33)

ここで、二つ目の同型は A ↪→ B がGに関するGalois拡大であることから、四つ目の同型は C ↪→ B がH に
関する Galois拡大であることから従う。A ↪→ B が (1)より、とくに faithfully flatであることから descent

を考えれば C ⊗A B →
∏
γ∈G/H B は B 代数の同型になる。

また、A→ C の base change B → C ⊗A B ∼=
∏
γ∈G/H B は自明に階数 |G/H|の finite étale射になって

いる。A ↪→ B の faithfully flat 性と section 1.8.1 の (3) から A ↪→ C も階数 |G/H| の finite étale 射にな
る。

1.9.3

1章の最後に almost algebraから離れて、次の便利な Galois理論に関する二つの補題を与える。1つ目の
方はここでは標準的なものを与えているが、より一般に成り立つ。

補題 1.9.2. ? R ↪→ S を (通常の)階数 r の finite étale拡大になっているとする。このとき Sr に関する
Galois拡大 R ↪→ T であって、S を経由し、S ↪→ T がSr−1 に関する Galois拡大になるものが存在する。

証明. X = Spec(R)、Y = Spec(S)とし、Z を r個の積 Y ×X Y ×X · · · ×X Y の partial diagonalの補集合
であるとする。Y がX 上 finite étaleであることから、partial diagonalは開かつ閉であり、結果として Z も
開かつ閉になり、このことから X 上 finite étaleになる (さらに第一成分の射影によって Y 上 finite étaleに
もなる)。閉であることからとくに Z も affine schemeになる。一方、Sr を各成分の入れ替えによって作用さ
せることで、ファイバー積において étale被覆Sr × Z → Z ×X Z(Sr−1 × Z → Z ×Y Z)は同型になること
がわかる。

補題 1.9.3. ? Gを S の自己同型からなる有限群とし、R := SG という G不変な S の部分環をとる。こ
こで R ⊂ S′ ⊂ S という部分拡大であって G の作用で閉じている S′ が G に関して R 上 Galois ならば
S′ = S となる。

証明. S′ が R上 Gに関して Galoisより得られる同型 S′ ⊗R S′ ∼=
∏
γ∈G S

′ から得られる、各 γ ∈ Gに対す
る冪等元 eγ をとる。その S ⊗R S′ への像も冪等元であるから、冪等元による分解

S ⊗R S′ ∼=
∏
γ∈G

eγ(S ⊗R S′) ∼=
∏
γ∈G

S′′ (1.34)

を与える (eγ は Gの元を並び替える)。命題 1.9.1と section 1.8.1 (1)によって S′ は R上 faithfully flatに
なる。すると S′′ ∼= (S ⊗R S′)G×1 = SG ⊗R S′ = S′ がわかるので S′ ⊗R S′ ∼= S ⊗R S′ ゆえ、S′ ↪→ S と S′
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の R上の faithfully flat性から S = S′ となる。

2 La categorie bicomplete des algebres de Banach uniformes

本稿での中心的な役割を果たすのは完備非アルキメデス的付値体上の、冪乗法的なノルムに関して完備な可
換代数である。この章では (現在の文脈における)函数解析と可換代数の間の言語に関する一般的な性質など
について述べる。

2.1 Algebres de Banach

全体を通して [BGR]を参考にしている。

2.1.1

Kを完備な非自明な非アルキメデス的 (乗法)付値を持つ体で剰余体が k であるとする。K◦ を付値環とし、
K◦◦ を付値イデアルとすると k = K◦/K◦◦ となっている。
本稿では K代数は結合的可換かつ単位的であるとする (ただし零代数は除かない)。Aを K代数とする。K
代数の半ノルム (semi-norm) とは、|−| : A → R であって |a + b| ≤ max(|a|, |b|) と、|ab| ≤ |a||b| であって
a ∈ Kのときこれが等号になり、A 6= 0なら |1A| = 1になるものである。これがノルム (norm)であるとは、
さらに A \ {0}で 0を値に取らないときのことをいう。A||≤r や、簡単に A≤r によって、a ∈ Aで |a| ≤ rと
なるものからなる Aの部分加法群を表すことにする。同様に A<r := {a ∈ A | |a| < r}という Aの部分加法
群を定義する。とくに単位円板 A≤1 は Aの開部分 K◦ 代数である。
乗法的ノルム (multiplicative norm)とは、ノルムであって、任意の a, b ∈ Aで |a||b| = |ab|となることであ
る。とくに乗法的ノルムを持つ K代数 Aは整域である。
ノルム K 代数 (normed K algebra)の圏を対象をノルムを持った K 代数であって、射を連続な K 代数の射
からなるものとして定める。つまりその射 ϕ : A → B は A≤1 上有界になる。すなわち、作用素ノルムについ
て ‖ϕ‖ := supa∈A\{0}|ϕ(a)|/|a| <∞になる ([DM] Lemma 2.11 より、通常の連続性などとの同値性がわか
る)。ϕが isometricであるとは、Aが B のノルム K部分代数になることである。すなわち、任意の a ∈ Aに
対して |ϕ(a)| = |a|となることである (とくにこのとき単射、連続、開写像になる)。
この圏は push-outを持つ。明示的には B ⊗A C と、その上の B と C のノルムのテンソル積

|x| := inf

{
n

max
i=1
{|bi||ci|}

∣∣∣∣∣ x =

n∑
i=1

bi ⊗ ci ∈ B ⊗A C

}
(2.1)

を半ノルムとして持つ ([BGR] 2.1.7)。*18この半ノルムによる B ⊗m calAC の完備化を完備テンソル積
(complete tensor product)([BGR] 3.1.1 Prop.2) といい、B⊗̂AC と書く。
Banach K 代数の圏 (K-Ban)とは完備ノルム K 代数からなる、ノルム K 代数の充満部分圏のことである。

Banach K代数 Aを一つ固定するとき、Banach K代数 B と ϕ : A → B の組を Banach A代数という。自明
な構成によって圏 A-Banを得る。すなわち、対象は Banach A代数であって、射は A上の代数の射 B → B′

であって連続なものである。

*18 この半ノルムでの値を計算するために x を任意に表示して最終的にその表示に関する inf を取るということをする。例えば
section 2.1.3(2)など。
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2.1.2

圏K-Banは始対象Kを持ち、終対象 0を持つ。また完備テンソル積を push-outとして持ち、finite colimit

も持つ。関手 −⊗̂KAは忘却関手 A-Ban→ K-Banの左随伴である。
また、K-Banは fiber積 B ×A C を持ち、有限 limitも持つ。
I を Bの閉イデアル、J を C の閉イデアルとし、K を I ⊗A C +B ⊗A J ⊂ B⊗A C の B⊗̂AC への像の閉包
とする。すると標準的な射

(B⊗̂AC)/K → (B/I)⊗̂A(C/J) (2.2)

が定義できるが、これは isometricになる ([BGR] 2.1.8 Prop.6 とその証明)。
さらに、C がA上 (通常の意味で)finite projectiveであって、C のノルムから定まる位相が finite projective

A加群の canonical topologyであるとき、B ⊗A C は完備になる ([KL] Lemma 2.2.12 (c))。

2.1.3 Remarque

(1) C′ がノルムA代数 C のノルムA部分代数であったとしても、B⊗̂AC′ が B⊗̂AC のノルム部分代数にな
るとは限らない。

(2) C の A 上の直交基底 (orthogonal basis) c1, . . . , cn, . . . とは、任意の γ ∈ C について一意的な (有限
和による) 表示 γ =

∑
i aici が存在し、|γ| = max {|ai||ci|} になることである ([Ke1])。*19このとき

d ∈ B⊗̂AAは (有限和によって)一意的に d =
∑
j≥1 bj ⊗ cj と書けて、さらに |d| = maxj≥1 {|bj ||cj |}

となる。実際、一意性は直交基底であることから得られる Banach K代数の同型 C ∼= A⊕I を用いて

B⊗̂AC ∼= B⊗̂AA⊕I ∼= B⊕I (2.3)

が得られて B 上の直交基底 1 ⊗ ci が取れることから分かる。ノルムの等号に関して、d の表示
d =

∑m′

i=1 b
′
i⊗ c′i を任意に取る。まず C の直交基底 ci によって c′i =

∑
j≥1 aijcj となる aij ∈ Aが (一

意的に)取れる。ただし有限個を除いて aij = 0である。すると直交基底の定義から、ノルムに関して
|c′i| = maxj≥1 {|aij ||cj |}となり、B⊗̂AC の表示の一意性から bj =

∑m′

i=1 aijb
′
i となる。すると、(2.1)

の定義から、
|d| ≤ max

j≥1
{|bj ||cj |} ≤

i=m′

max
j≥1,i=1

{|aij ||cj ||b′i|} ≤
m′

max
i=1
{|c′i||b′i|} (2.4)

となる。ここで最右辺において d の表示に関して inf を取れば、(2.1) の定義から |d| ≤
maxj≥1 {|bj ||cj |} ≤ |d|ゆえ、求める等号が成り立つ。

2.1.4

Aをノルム K代数とするとき、A◦ によって冪有界元 (power bounded element)全体の集合を表す。これは
Aの開部分 K◦ 代数となり、A≤1 を含み、同値なノルムのとり方によらずに一意的に定まる。この (−)◦ は射
の連続性から関手的であり、完備化と可換である。さらに A× B に supノルム |(a, b)| := max {|a|, |b|}を与
えることで、A× B◦ = A◦ × B◦ を得る。

*19 [Ke1] では |γ| = max {|aici|} という条件であり、異なることに注意する。ただしこの定義でも section 2.1.3(2) の議論は通用
する。
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A◦◦ によって位相的冪零元 (topologically nilpotent) 全体の集合を表す。これは A◦ の開イデアルになり、
A◦◦ =

√
A◦◦ となる。もし A が完備であれば、A◦◦ は A◦ の Jacobson 根基に含まれる。実際、任意の

(a, b) ∈ A◦◦ ×A◦ に対して 1− ab ∈ A◦ は ab ∈ A◦◦ と Aの完備性から逆元として∑n≥0 a
nbn ∈ Aを持つ

からである。とくに Aの完備性のもとで、A◦ の元が可逆であることと、A◦/A◦◦ への像が可逆であることは
同値である。とくにこのとき Aの任意の極大イデアルは閉である ([BGR] 1.2.4 Cor. 5)。
対応 A 7→ A◦/A◦◦ はノルム K代数の圏から被約 k 代数の圏への関手を定める。

2.1.5

任意の Banach K代数 Aを一つ固定する。多項式環 A[T ]の係数の supノルムを∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aiT
i

∣∣∣∣∣ := n
sup
i=1
{|ai|} (2.5)

と定め、これを Gaussノルム (Gauss norm)という (Aのノルムが乗法的なら Gaussノルムも乗法的になる)。
このノルムによる完備化を A〈T 〉で表す。冪級数の非アルキメデス的付値に関する収束に関する同値性から、
Gaussノルムによって収束する形式的冪級数を考えれば

A〈T 〉 =

∑
i≥0

aiT
i ∈ A[[T ]]

∣∣∣∣∣∣ lim
i→∞
|ai| = 0

 (2.6)

となり、その上のノルムは ∣∣∣∣∣∣
∑
i≥0

aiT
i

∣∣∣∣∣∣ = sup
i≥0
{|ai|} (2.7)

となっている。この中の冪有界元全体は (A〈T 〉)◦ = A◦〈T 〉 となる ([BGR] 1.4.2 Prop.1)。組 (A〈T 〉, T ) は
Banach A 代数 B とその冪有界元の組 b ∈ B◦ の組 (B, b) に対してある種の普遍性を与える ([BGR] 1.4.3

Cor.2)。すなわち、ただ一つの A代数の間の連続同型 A〈T 〉 → B であって、T を bに移すものが存在する。

2.1.6 Remarque

isometricに関する疑問を扱うときには、対象はそのままで、射をその作用素ノルムが 1以下であるような
ものに制限した K-Banの充満では無い部分圏について考えるとよい。この圏においても ⊗̂は余積になり、組
(A〈T 〉)は (B, b ∈ B≤1)に対して上記と同様の普遍性を持つ。
もしA → Bがその部分圏の射であるとすると、B⊗AA〈T 〉 → B〈T 〉から得られる標準的な射 B⊗̂AA〈T 〉 →
B〈T 〉は isometricな同型射になる。その逆射は B〈T 〉の持つ普遍性から得られる。ここで、(2.2)のようにし
て閉イデアル I = (0) ⊂ BとA〈T 〉の任意の閉イデアル J についてK を B⊗A J ⊂ B⊗AA〈T 〉の B⊗̂AA〈T 〉
への像の閉包とする。このとき可換図式

B ⊗A A〈T 〉 B⊗̂AA〈T 〉

B〈T 〉

∼=

から、K ⊂ B⊗̂AA〈T 〉に対応するのは JB〈T 〉 ⊂ B〈T 〉であることがわかる。ゆえに (2.2)から

B〈T 〉/JB〈T 〉 ∼= (B⊗̂AA〈T 〉)/K
g−→ B⊗̂A(A〈T 〉/J) (2.8)
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は isometricになる。さらにこれが同型になることを示す。まず

f ′ : B ⊗A (A〈T 〉/J) −→ B〈T 〉/JB〈T 〉 (2.9)

b⊗ α 7−→ bα (2.10)

というA代数の準同型を取ると、これは有界線形作用素 (すなわち連続)になる。これは、[BGR] 2.1.7 Prop.1

の証明を参考に以下のようにして示すことが出来る。まず掛け算をする写像 Φ: B×A〈T 〉/J → B〈T 〉/JB〈T 〉
はノルムの乗法に関する性質から、|Φ(b, α)| ≤ |b||α|より、双線形写像として有界 ([BGR] 2.1.7)になってい
る。すると、x ∈ B ⊗A (A〈T 〉/J)の任意の表示 x =

∑n
i=1 bi ⊗ αi について、

|f ′(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f ′(bi ⊗ αi)

∣∣∣∣∣ ≤ n
max
i=1

{
|biαi|

}
≤ n

max
i=1
{|Φ(bi, αi)|} ≤

n
max
i=1
{|bi||αi|} (2.11)

となり、最右辺でこの表示に関して inf を取れば |f ′(x)| ≤ |x| となることがわかる。ゆえに f ′ : B ⊗A

(A〈T 〉/J) → B〈T 〉/JB〈T 〉 は連続になるから、定義域側の完備化をとって f ′ の延長になっている連続写像
f : B⊗̂A(A〈T 〉/J)→ B〈T 〉/JB〈T 〉 が定義される。
g : B〈T 〉/JB〈T 〉 → B⊗̂A(A〈T 〉/J)が isometric であることから、単射、連続、開写像になっているため、
同型になることを示すには g の全射性を示せば良い。g ◦ f = idB⊗̂A(A〈T 〉/J) を示せば十分である。実際、
B⊗̂A(A〈T 〉/J) の元 x を B ⊗A (A〈T 〉/J) の元による収束先 x = limi→∞ xi とし、xi :=

∑ni

j=1 bij ⊗ αij ∈
B ⊗A (A〈T 〉/J)と表しておく。すると、f と g の連続性とその定義に注意すると、

g ◦ f(x) = g ◦ f( lim
i→∞

xi) = lim
i→∞

g ◦ f(xi) = lim
i→∞

g ◦ f ′
 ni∑
j=1

bij ⊗ αij

 (2.12)

= lim
i→∞

g

 ni∑
j=1

bijαij

 = lim
i→∞

ni∑
j=1

g(bijαij) = lim
i→∞

ni∑
j=1

bij ⊗ αij = x (2.13)

となるため、g ◦ f = idB⊗̂A(A〈T 〉/J) が示されたので Banach K代数としての isometricな同型射

B〈T 〉/JB〈T 〉
∼=−→ B⊗̂A(A〈T 〉/J) (2.14)

が得られた。

2.2 Normes spectrales

2.2.1

ノルム K代数 A上のノルム |−|から誘導されるスペクトラル半ノルム (spectral semi-norm) *20とは、

|a|sp := lim
m→∞

|am|1/m (2.15)

によって与えられるものである (この limit は確かに存在する)。とくに |−|sp は冪乗法的であるが、これは
一般にノルムになるとは限らない (a が 0 でなくても |a|sp = 0 になりうる)。一般に |−|sp ≤ |−| である。

*20 アルキメデス的な場合と同様にしてこの半ノルムは”spectral”であることがわかる。実際、これは乗法的有界半ノルムの上限であ
るので BerkovichスペクトラムM(A)に含まれているからである。
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|−|sp = |−|のとき、すなわち |−|が冪乗法的であるとき、|−|をスペクトラルノルム (spectral norm)であると
いい、このとき Aをスペクトラルノルム K代数 (spectral norm K algebra)という。この場合には A◦ = A≤1

かつ A◦◦ = A<1 となる。
?ノルム K代数 Aが乗法的であることと、Aがスペクトラルかつ A◦/A◦◦ が整域であることは同値である

([BGR] 1.5.3 Prop.1)。*21
また、section 2.3.2 以降のように |K| が |A| と |B| で稠密であるようなスペクトラルノルム代数の間の射

ϕ : A → B の作用素ノルム ‖ϕ‖ := supa∈A\{0}|ϕ(a)|/|a|は常に ‖ϕ‖ ≤ 1となる。実際、まず任意の α ∈ A
に関して section 2.3.2の最初のようにして、十分大きい正整数 nで $nα ∈ A◦ となる。すると

|ϕ(α)|
|α|

=
|ϕ($nα)|
|$nα|

(2.16)

なので ‖$‖ ≤ 1を示すためには任意の α ∈ A◦で |$(α)|/|α| ≤ 1を示せば良い。ここで、|K|の |A|での稠密
性から section 2.3.2で定義する$s ∈ Kの記号を用いるとKの点列 ($sn)

∞
n=0であって |$sn |が |α| ∈ |A|に

上から収束するようなものが取れる。すると上から収束していることから |b| ≤ |$sn |なので |$−1
sn b| ≤ 1とな

る。ϕの連続性から ϕ(A◦) ⊂ B◦であって、Aと Bがスペクトラルであるから冪有界元全体と単位円板が同じ
集合になるため |ϕ($−1

sn b)| ≤ 1となる。したがって ϕの準同型性から |ϕ(b)|/|$−1
sn | ≤ 1より |ϕ(b)| ≤ |$sn |

となる。$sn のとり方から n→∞とすれば |ϕ(b)| ≤ |$sn | → |b|なので |ϕ(b)|/|b| ≤ 1となるから ‖ϕ‖ ≤ 1

となることが示された。

2.2.2

ノルム K 代数 Aについて A◦ が有界*22であるとき、一様 (uniform) であるという。これは Aのノルムが
それから誘導されるスペクトラル半ノルムと同値であることと等しい ([Ari] Ex 1.5.13)。実際、まず同値で
あったとすると冪有界性は保たれていて、一般に A◦ ⊂ A||sp≤1 が成り立つ*23ことから Aは一様になる。?逆
に A◦ が有界であったとすると、任意の a ∈ Aに対して、|a| ≤ |a|sp sup{|b| | b ∈ A◦}が成り立つことからわ
かる。とくに同値であることからスペクトラル半ノルムもノルムになる。*24このときこれをスペクトラル (半)

ノルムと書くこととする。
任意の一様ノルム K 代数 A は被約である。もし |K| が R+ で稠密だったら A◦◦ = K◦◦A◦ = (A◦◦)2 と
なる。

2.2.3 Exemples

(1) 任意の被約アフィノイド K 代数 (すなわち、K〈T1, . . . , Tn〉の剰余環であって被約なもの)はスペクト
ラル半ノルムをノルムとして持ち、とくに一様である ([BGR] 6.2.1 Prop.4(iii))。このとき代数構造が
位相を決定する (すなわち、(通常の)K 代数として同型ならばノルム K 代数としても同型になる)。さ
らにスペクトラル (半)ノルムも決定する ([BGR] 6.1.3 Prop.2)。

(2) Aが一様/スペクトラルであるとき、A〈T 〉も同じ性質を持つ。すなわち、A〈T 〉◦ = A◦〈T 〉は有界/単
位円板になる。

*21 |K| 6= |A|のとき、Aは付値体ではないが A◦/A◦◦ が体になるものが存在する。
*22 |A◦|が Rの中で有界集合であること。
*23 a ∈ A◦ を取ると、ある定数 C ∈ Rが存在して任意の正整数mで |am|sp = |a|msp ≤ C となる。ゆえに |a|sp ≤ C1/m が任意の
正整数mで成り立つのでm→∞として |a|sp ≤ 1となる。

*24 ある定数 C で |−| ≤ C|−|sp より、|x|sp = 0になったら |x| = 0より x = 0になるので |−|sp はノルムになる。
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2.2.4

一様ノルム K代数の間の K準同型 ϕ : A → Bについて、連続であることと ϕ(A◦) ⊂ B◦ であることは同値
([DM] Lemma 2.11)。さらにノルムがスペクトラルであるとき、連続性は ‖ϕ‖ ≤ 1と同値 (冪有界元全体と
単位円板が同じ集合になるため)。このことから、一様ノルム K代数のスペクトラル (半)ノルムは位相構造と
適合する唯一つのスペクトラルノルムである。
?K 代数 A は完備であるスペクトラルノルムを高々一つしか持たないことがわかる。実際、二つの完備
なスペクトラルノルム |−|1 と |−|2 について、とくに |−|1 を |−|2 の sup に置き換えることで恒等写像
(A, |−|1)→ (A, |−|2)は連続になる。Banachの開写像定理から |−|1 と |−|2 は同値になる。よって同相であ
ることから |−|1 = |−|2 となる。
一様ノルム代数の完備化は一様 Banach代数になる。これは Banachの開写像定理から、Banach代数が一
様であることとスペクトラル半ノルムで完備であること (したがって半ノルムからノルムになる)が同値*25で
あることからわかる。*26

2.2.5

K-Ban/A-Banの中の一様 Banach代数からなる充満部分圏をそれぞれ K-uBan/A-uBanと表す。*27包含関
手 K-uBan→ K-Banは左随伴として一様化 (uniformization)関手 (−)u : K-Ban→ K-uBanを持つ。これは
スペクトラル半ノルムによる (分離的) 完備化によって与えられる (section 2.2.4 の最後にある同値性からわ
かる)。定義から、A ∈ K-Banの一様化 Au は (元々のノルムに関して完備なだけでなく)スペクトラル半ノ
ルムに関して完備より、とくにスペクトラル半ノルムをノルムとして持つ。ゆえにスペクトラル K 代数にな
る。ここで単位射 A → Au が同型であることは Aがスペクトラル半ノルムに関して完備であることと同値な
ので、Aが一様であることと同値。
圏 K-uBanは始対象 Kと終対象 0をもち、push-outとして完備テンソル積の一様化 B⊗̂uAC(= (B⊗̂AC)u)
を持ち、finite colimitも持つ。一様化関手は包含関手の左随伴だから、colimitの一種である push-outを保つ。
すなわち、B⊗̂uAC = Bu⊗̂AuCuとなる。Aを一様 Banachであるとすると、関手−⊗̂uKA : K-uBan→ A-uBan
は忘却関手 A-uBan→ K-uBanの左随伴になる。*28
A → B を K-uBanにおける射とし、J を A〈T 〉の閉イデアルとする。このとき標準的な射

(B〈T 〉/JB〈T 〉)u → B⊗̂uA(A〈T 〉/J) (2.17)

は isometricかつ同型射になる ((2.14)から従う)。

2.2.6

一様 Banach代数の fiber(有限)積は supノルムを与えることで一様になる。よって、一様 Banach K代数
の圏は finite limitを持つ。

*25 恒等写像 f : (A, |−|)→ (A, |−|sp)について、「(A, |−|)が一様」⇔「ノルムが同値」⇔「f が同相」となる。よって、f の連続
全単射性からこれは f が開写像であることと等しく、Banachの開写像定理からこれは値域 (A, |−|sp)の完備性と等しい。

*26 一様ノルム代数の完備化はそのスペクトラル半ノルムによる完備化に等しいからである。
*27 |a|sp ≤ |a|から、|−|の位相より |−|sp の位相のほうが細かい。とくに |−|sp に関する Cauchy列が |−|の Cauchy列になるか
どうかわからないから、|−|sp で完備かどうかわからない。

*28 A,B, C すべてが体であったとしても B⊗̂AC が被約であるとは限らない。
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一様 Banach代数の直積成分は一様である。実際、ノルム代数 Aに対して零でない冪等元 eのノルムは 1

以上*29であり、さらに Aがスペクトラルだったらノルムは 1になるからである。より正確には、任意の代数
としての直積分解 A = B × C は一様ノルム代数の圏における直積分解を与える。

2.2.7 Remarque

C が A上の直交基底を持ち、B がスペクトラルであるとき、

B −→ B⊗̂uAC (2.18)

b 7−→ b⊗ 1 (2.19)

は isometric になる。これは、section 2.1.3(2) に注意すると、|b ⊗ 1|sp = limm→∞|bm ⊗ 1|1/m =

limm→∞|bm|1/m = |b|であることからわかる。

2.2.8 Exemple

? Kの (有限次)Galois拡大体 Lをとり、そのGalois群がGであるとする。Kのノルムを一意的に L上に延
長できる (とくにGは isometricに作用する)。このとき L⊗KLにノルムのテンソル積によって (半)ノルムを
与えると、有限次元一様Banach K代数となる。(1.10)と同様にして得られるK準同型 L⊗KL →

∏
γ∈G Lは

連続全単射になり、(Banachの開写像定理から)Banach代数としての同型を与え、?とくに L⊗̂uKL ∼=
∏
γ∈G L

と表せられる。ゆえに Banach代数 L ⊗K Lがスペクトラルであることと、L ⊗K L →
∏
γ∈G L が isometric

であることは同値。さらにこれは cadreを (K◦,K◦◦)としたとき、(L◦)a が (K◦)a 上 Galoisであることと同
値。離散付値である場合、このことは、付値体の拡大 L/Kが unramifiedであることと同値。無限次拡大のと
きはより注意深く扱わなければならない。
以下では Kの剰余体 k は標数 p > 0であるとする。

2.3 Dictionnaire

2.3.1

まず最初にいくつかの閉包操作について扱う。(単位的可換)環の拡大 R ↪→ S を取る。
s ∈ S が R上 integralであるとは、その冪からなる集合 {sn | n ∈ Z+}が S の中で有限生成 R部分加群を
生成することである。almost integral *30であるとは、その冪からなる集合 {sn | n ∈ Z+}が S の中で生成す
る R部分加群が、ある有限生成 R部分加群に含まれることである。integral/almost integralの元全体をそれ
ぞれ、R+

S、R∗
S と表す。これは S の部分環になり、それぞれ、Rの S の中の integral closure/complete integral

closure という。R = R+
S のとき R を S 上 integrally closed といい、R = R∗

S のとき R を S 上 completely

integrally closed という。とくに R+
S は S 上 integrally closed であるが、(2) から R∗

S は一般に completely

integrally closedではない。また、明らかに R+
S ⊂ R∗

S となる (Rが Noetherならこれは一致する)。
pを素数とする。s ∈ S が R上 p-root(p-radiciel)であるとは、ある正整数 nが存在して sp

n ∈ Rとなるこ
とである。Rが S で p-root closedであるとは、任意の R上 p-rootな S の元がすべて Rに入ることである。
すなわち、「s ∈ S かつ sp ∈ R =⇒ s ∈ R」となることである。Rの S における p-root closureとは、R†

S と
書き、Rと S の間で p-root closedな部分環の中で最小のもののことである。S の部分環の増大列 (Ri)i≥0 を

*29 |e| = |e2| ≤ |e|2 からわかる。
*30 補題 2.5.3で示すように、これは almost mathematicsにおける integral性と一致しない。
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帰納的に R0 := Rで、Ri+1 を Ri 上 p-rootな S の元全体によって Ri 上 (代数として)生成される S の部分
環とする (任意標数の場合でも和で閉じさせるためにこの操作が必要)。このとき p-root closureはこの和集合
によって構成できる。明らかに R†

S ⊂ R+
S となり、R が S で p-root closed であることと R = R†

S は同値で
ある。
R の標数が pであるか、S = R[1/p]であるとき、R 上 p-rootな S の元全体の集合は S の部分環になり、
それは R†

S に一致する。
可換図式

R S

R′ S′

に対して、以上の性質は準同型で保たれるため、自然な準同型 R†
S → R′†

S′、R+
S → R′+

S′、R∗
S → R′∗

S′ が得られ
る (一つ目の準同型は上記で構成した Ri について Ri → R′

i によって得られる)。とくに次の可換図式

R R†
S R+

S R∗
S S

R′ R′†
S′ R′+

S′ R∗
S′ S′

が成り立つ。
S の中の R の integral closure を取る操作は局所化と可換である ([AM] Prop. 5.12)。また、同様にして

p-root closureを取る操作も局所化と可換である。しかし、completely integrally closure を取る操作は局所
化と可換とは限らない。

2.3.2

函数解析と可換環論の間の概念を集めておく。
$ ∈ K◦◦ \ {0} 一つ固定する。Γ ⊂ R によって対応する値群とする。すなわち |$|Γ = |K×| を満たす。
任意の s ∈ Γ に対して、ある $s ∈ K× を |$s| = |$|s となる元として取る (以下の議論はこの元のとり方
によらない)。*31 また、|$| < 1 から、任意の x ∈ K× について、limn→∞|$nx| = 0 より十分大きい n で
|$nx| ≤ 1なので $nx ∈ K◦ となるから x ∈ K◦[1/$]である。よって K = K◦[1/$]であるので、とくに以
下の命題 2.3.1 (2)で定める A = A[1/$]は K代数になる。

命題 2.3.1. (1) Aをノルム K代数であって |K|が |A|で稠密であるとする。任意の a ∈ Aについて

|a| = |$|r, r := sup{s ∈ Γ | $−sa ∈ A≤1} (2.20)

となる。とくに A≤1 は $ 進位相を持ち、Aが Banachであることと A≤1 が $ 進完備であること

*31 |$s| = |$′
s|となる元を取ったとすると、Kのノルムは乗法的なので |$s($′

s)
−1| = 1となっている。すなわち、この代表元$s

のとり方は K◦ \ K◦◦ の積を除いて一意的に定まる。
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は同値になる。
(2) 逆に、Aを flatな K◦ 代数とする (とくに任意の $ ∈ K◦◦ \ {0}について $-torsion freeであるこ
とと同値)。*32以下の議論は一つ固定した $ に対して $-torsion freeであるだけで十分である。

A := A[1/$] (2.21)

と定める。任意の a ∈ Aに対して
A|a| := |$|r, r := sup{s ∈ Γ | $−sa ∈ A} ∈ R ∪ {+∞} (2.22)

と定義する。
(a) 定義した (2.22)は A上に半ノルムを与える。これがノルムであることと任意の A \ {0}の元が

infinite $-divisible *33にならないことは同値。さらにこのとき |K|は A|A|で稠密になる。
さらに Âも flatな K◦ 代数であり、Â = Â[1/$]かつ、Â≤1 = Â≤1 が成り立つ。

(b) 一般に A<1 = K◦◦A が成り立つ。Γ が離散的であれば A≤1 = A となる。Γ が離散的で
ないとき A≤1 = A∗ となる。ここで、A∗ := HomK◦(K◦◦, A) と定義している。*34とくに
A∗ = ∩s∈Γ>0

$−sAという等号が成り立つ。また、A|−| = A≤1 |−|も成り立つ。
(c) 準同型 ϕ : A = A[1/$] → A′ = A′[1/$]は、ϕ(A) ⊂ A′ ならば連続である。ノルム代数の間
の射になっているとき、もし ϕ−1(A′) = Aならば isometricである。さらに正確に、連続写像
ϕが isometricであることと、ϕ(A≤1) ⊂ A′

≤1 かつ ϕの誘導する A≤1/$ → A′
≤1/$ が単射で

あることは同値。
(d) Aが A′ の部分代数であって A′/Aが $-torsion freeであるとき、A′ |−|の Aへの制限は A|−|
になる。
J が Aのイデアルであって A/J が $-torsion freeになるとき、A/J |−|は A|−|の商半ノルム
になる。逆にノルム K 代数 A の任意のイデアル I に対して (A/I)≤1 = (A≤1/I≤1)∗ が成り
立つ。

(e) B と C を $-torsion freeな A代数とする。このとき (B ⊗A C)/($∞-torsion)上に (2.22)で
定義される半ノルムは B と C の半ノルムのテンソル積に一致する (ここで $∞-torsionは任意
の正整数 nに対して $n で消えるような元のことである)。逆に B と C をノルム A代数とする
とき、Γが離散的ならば

(B ⊗A C)≤1 = (B≤1 ⊗A≤1
C≤1)/($

∞-torsion) (2.23)

となり、そうでないならば

(B ⊗A C)≤1 = ((B≤1 ⊗A≤1
C≤1)/($

∞-torsion))∗ (2.24)

となる。
上のテンソル積を完備テンソル積に変えても同様のことが成り立つ。

(3) ノルム K 代数 A を一つ固定する。A◦◦ による剰余 (もしくは完備化) によって、A◦ の中の開
[completely]integrally closed な K◦ 部分代数と被約 k 代数 A◦/A◦◦ の中の [completely]integrally

closedな k部分代数 (もしくは Â◦の中の開 integrally closedなK◦部分代数)の間に全単射がある。

以下ではノルム K代数 Aに対して、|K|が |A|で稠密であるとする。
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(4) Aを上のように取り、A := A[1/$]とする。section 2.3.1の記号を用いると A+
A があり、また、

A†
A := {a ∈ A | ∃n ∈ Z+, ap

n

∈ A} (2.25)

と定義されていた。さらに A = A[1/$]であることに注意すると、

A∗
A = {a ∈ A | ∃m ∈ Z+, ∀n ∈ Z+, $man ∈ A} (2.26)

となっている。*35このとき
A†

A ⊂ A
+
A ⊂ A

∗
A = (A∗)

∗
A = A◦ (2.27)

と (A†
A)∗ = (A◦)∗ が成り立ち、さらにこれは A|−|から誘導されるスペクトラル半ノルムによる単

位円板と等しい。すなわち A||sp≤1 = (A†
A)∗ = (A◦)∗ となる。*36

とくに A≤1 が Noetherのとき、Aにおける A≤1 の integral closureは A◦ に等しい。
(5) ノルム K代数 Aについて以下は同値。

(a) |−|はスペクトラルである。
(b) A≤1 = A◦ である。
(c) A≤1 = (A≤1)

∗
A である (すなわち、A≤1 は Aで completely integrally closedである)。

(d) A≤1 = (A≤1)
+
A である (すなわち、A≤1 は Aで integrally closedである)。

(e) A≤1 = (A≤1)
†
A となる (すなわち、A≤1 は Aで p-root closedである)。

(f) (さらに、もし |p| ≤ |$|かつ 1/p ∈ Γならば *37)Frobenius射 A≤1/$1/p
x 7→xp

−−−−→ A≤1/$は単
射である。

(6) ノルム K代数 Aが一様ならば、次の二つ

(A||sp≤1 =)A◦ = (A◦)∗ = (A≤1)
∗
A (2.28)

Â◦ = (Â)
◦

(2.29)

が成り立つ。
(7) Aが Banach K 代数であれば、(Au)◦ はスペクトラル半ノルムによる (A◦)∗ の (分離的)完備化に
なる。

*32 Aが K◦ 上 flatであることは K◦ の任意の有限生成イデアル I について積を取る写像 I ⊗K◦ A→ Aが単射であることと同値で
ある。K◦ は付値環であるから、その有限生成イデアルはすべて単項イデアルになり、その生成系は K◦◦ \ {0}で取れることから
同値になっている。

*33 a ∈ Aが infinite $-divisibleであるとは、a ∈ ∩n>0$nAとなること。
*34 記号 A∗ は Γ が R で稠密なとき、K◦◦ が K◦ で冪等イデアルになり cadre を (K◦,K◦◦) としたときに almost mathematics

で定義したものと同様のものになる。稠密でないときは A∗ = A と定義しておく。実際例えば Γ = Z となったとすると
$−1 ∈ ∩n>0$−nAだが $−1 /∈ Aとなる Aが取れてしまう。

*35 a ∈ A∗
A のとき、ある有限生成 A加群B が存在して A[a] ⊂ B ⊂ A = A[1/$]になる。B = A(α1/$n1 )+ · · ·+A(αk/$

nk )

と書けて、任意の正整数 n で an ∈ A[a] ⊂ B となる。よって十分大きい N(≥ ni) を取れば $Nan ∈ A となる。逆にある N

で任意の nで $Nan ∈ Aとなるとき、an ∈ A1/$N から A[a] ⊂ A1/$N となるので a ∈ A∗
A になる。

*36 このようにノルムによって環の整閉包が計算できるが、これのイデアルの整閉包に関する類似物として Rees valuation を考える
ことが出来る。

*37 1/p ∈ Γは $1/p が存在することに必要。|p| ≤ |$|は Frobenius射 A≤1/$1/p → A≤1/$ が環準同型になるために必要。
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証明. (1) もし |a| ∈ |K×|であれば、|K×| = |$|Γ より、ある r ∈ Γが存在して

|a| = |$|r = (|$|−r)−1 = |$−r|−1 (2.30)

となる。この r が r′ := sup{s ∈ Γ | $−sa ∈ A≤1}に等しくなることを示す。まず、|−|は K 代数のノルム
であるので Kの元に関する乗法性から、$−s ∈ K× について、|$−ra| = 1より $−ra ∈ A≤1 なので r ≤ r′

となる。逆に $−sa ∈ A≤1 となる任意の s ∈ Γを取る。すると、r のとり方から |a| = |$|r であることに注
意すると、

1 ≥ |$−sa| = |$−s||a| = |$|−s|a| = |$|−s+r (2.31)

となる。$ ∈ K◦◦ \ {0}であって、K上ではノルムは乗法的なので |$| < 1ゆえ、この (2.31)から−s+ r ≤ 0

より r ≥ sとなるので、r′ ≥ r である。したがって r = r′ から、|a| ∈ |K×|のとき (2.20)が成り立つ。そう
でない場合、まず任意の |a| ∈ |A|について、|$| < 1に注意すると、

|$|sup{s∈Γ|ϖ−sa∈A≤1} = inf{|$|s ∈ R | s ∈ Γ, $−sa ∈ A≤1} (2.32)

= inf{|$|s ∈ R | s ∈ Γ, |$−sa| ≤ 1} (2.33)

= inf{|$|s ∈ R | s ∈ Γ, |a| ≤ |$|s ∈ |K|} (2.34)

となっている*38ので、|K|の |A|における稠密性からわかる。
とくに 0 ∈ A≤1 の基本近傍系として、任意の正整数 nに対して半径 |$|n の単位円板 Bn(0) := {a ∈ A≤1 |
|a| ≤ |$|n} が取れるので、A≤1 は $ 進位相を持つ。Aの完備性はその閉単位円板 A≤1 の完備性と同値*39

なので、Aが Banachであることと A≤1 が $ 進完備であることは同値。
(2) (a) A|−| が A 上の半ノルムであることは A が K◦ 代数であることからわかる。さらに K 代数の半
ノルムであることは、(b) の証明の最初で示したとおり A ⊂ A≤1 であることより、任意の x ∈ K について
A|x| = |x|となることからわかる ((1)の証明と同様)。とくに footnote *31から、この A|−|は $s のとり方
によらず定まる。Aの A|−| による位相は $ 進位相に等しい。よって、A|−| がノルムであることと Aが $

進分離的であることは同値。つまり ∩n≥1$
nA = 0であるが、これは A \ {0}が infinite $-divisibleを持た

ないことに等しい。また、A|−|の構成から |K| = |$|Γ は A|A|で稠密になる。
A は K◦ 上 flat なので、任意の $ ∈ K◦◦ \ {0} と任意の正整数 n で A/$n−1 ·ϖ−−→ A/$n が単射。A は
半ノルム A|−| の定義から $ 進位相を持っているから、Â = lim←−A/$

n となるので、単射性から任意の
$ ∈ K◦◦ \ {0}で $-torsion freeであるから Âは K◦ 上 flatになる。
等号 Â = Â[1/$]は Aが Aを定義環、$Aを定義イデアルとする Huber ringになっていることから従う。
Â≤1 = Â≤1 については Â上に定まるノルムを考えれば単位閉円板についての議論から良い。
(b) K◦◦ = ∪s∈Γ>0$sK◦ = lim−→s∈Γ>0

$sK◦ であることに注意すると

A∗ = HomK◦(K◦◦, A) = HomK◦( lim−→
s∈Γ>0

$sK◦, A) = lim←−
s∈Γ>0

HomK◦($sK◦, A) = lim←−
s∈Γ>0

$−sA =
⋂

s∈Γ>0

$−sA

(2.35)

であるため、A∗ = ∩s∈Γ>0
$−sAが成り立つ。

*38 とくにこの表示から $s のとり方によらない。
*39 A の任意の Cauchy 列 (an)∞n=1 に対して、ある正整数 N が存在して n,m ≥ N で |an − am| ≤ 1 となる。このとき

(a′n := an − aN )∞n=N を取れば、これは A≤1 の中の Cauchy列になるので、A≤1 の完備性が使える。
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A ⊂ A≤1 を示す。任意の a ∈ Aを取り、A|a| = |$|r となったとする。とくに $0 = 1として取れること
から、$0a ∈ Aゆえ、r ≥ 0なので、|$| < 1から A|a| = |$|r ≤ |$|0 = 1より、a ∈ A≤1 となる。よって
A ⊂ A≤1 である。
一方、α ∈ A≤1 を取り、A|α| = |$|r となったとする。とくに r ≥ 0 である。r = sup{s ∈ Γ | $−sa ∈

A} ≥ 0から、任意の s ∈ Γ>0 に対して、ある s′ ∈ Γが存在して −s ≤ s′ かつ$−s′α ∈ Aとなる。0 ≤ s+ s′

から |$s$s′ | = |$|s+s
′ ≤ 1より$s$s′ ∈ K◦ なので、($s$s′)$−s′α = $sα ∈ Aゆえ、任意の s ∈ Γ>0 で

α ∈ $−sAとなる。したがってA≤1 ⊂ A∗である。逆に α ∈ A∗ = ∩s∈Γ>0
$−sA ⊂ Aを任意に取る。すると

Γが加法群なので任意の s ∈ Γ>0 で$sα ∈ Aから、任意の s ∈ Γ<0 で$−sα ∈ Aとなることになる。ゆえに
Γが離散的でないとすると、R+ での稠密性から r = sup{s ∈ Γ | $−sa ∈ A} ≥ 0なので、A|α| = |$|r ≤ 1

より、α ∈ A≤1 となるので、A≤1 = A∗ = ∩s∈Γ>0$−sAとなる。
Γが離散的であるとき、とくに rは supではなくmaxで取れるので r ∈ Γとなり、$−rα = $−1

r α ∈ Aと
なる。|$r| = |$|r ≤ 1から $r ∈ K◦ であり、Aは K◦ 代数なので $r($

−1
r α) = α ∈ Aとなる。したがって

とくに Γが離散的であるときは A≤1 = Aとなる。
K◦◦Aの元を xk ∈ K◦◦ と ak ∈ Aによって

∑n
k=1 xkak と表す。このとき上で示したことから A ⊂ A≤1 と

A|xk| = |xk| < 1であることから、

A

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xkak

∣∣∣∣∣ ≤ max{A|xkak| | k = 1, . . . , n} < max{A|ak| | k = 1, . . . , n} ≤ 1 (2.36)

より、A<1 ⊃ K◦◦A となる。逆に a/$n ∈ A<1 = (A[1/$]<1) を任意に取る。A|a/$n| = |$|r < 1 より、
|$| < 1から 0 < r = sup{s ∈ Γ | $−s(a/$

n) ∈ A}より、ある 0 < s ∈ Γで $−s(a/$
n) ∈ A ⊂ Aとなる。

$−s = $−1
s と取って良く、s > 0から |$s| = |$|s < 1ゆえ $s ∈ K◦◦ なので、a/$n ∈ $sA ⊂ K◦◦A より

A<1 = K◦◦Aとなる。
A|α| = A≤1 |α|を示す。Γが離散的なら (b)から明らかである。Γが離散的でないとする。A|α| = |$|r と

A≤1 |α| = |$|r′ となったとする。まず s ∈ Γで $−sα ∈ Aならば A ⊂ A≤1 より r ≤ r′ となる。逆に s ∈ Γ

で $−sα ∈ A≤1 = A∗ となったとすると、任意の t ∈ Γ>0 で $−sα ∈ $−tAから $t$−sα ∈ Aとなる。と
くに元のとり方によらないことから $−(s−t)α ∈ Aより s− t ≤ r となる。t→ 0とすれば s ≤ r より r′ ≤ r

なので r = r′ より、A|−| = A≤1 |−|となる。
(c) K 代数の射 ϕ : A[1/$] → A′[1/$] について ϕ(A) ⊂ A′ が成り立っているとする。Γ が離散的なら

(b)から A = A≤1 と A′ = A′
≤1 ゆえ、$ が有界線形作用素であることがわかる。Γが離散的でなくても (b)

から

ϕ(A≤1) = ϕ(A∗) = ϕ

 ⋂
s∈Γ>0

$−sA

 ⊂ ⋂
s∈Γ>0

$−sϕ(A) ⊂
⋂

s∈Γ>0

$−sA
′ = A′

∗ = A′
≤1 (2.37)

より、ϕは有界なのでとくに連続になる。さらに ϕ−1(A′) = Aのとき、任意の α ∈ Aについて A|α| = |$|r

かつ、A′ |ϕ(α)| = |$|r′ となったとする。まず $−sα ∈ A ならば ϕ が K 代数の射で ϕ(A) ⊂ A′ より
$−sϕ(α) ∈ ϕ(A) ⊂ A′ なので、r ≤ r′ となる。逆に $−s′ϕ(α) ∈ A′ だとすると、ϕ($−s′α) ∈ A′ と
ϕ−1(A′) = Aから $−s′α ∈ Aより、r′ ≤ r なので、r = r′ から ϕは isometricになる。
最後の同値性を示す。ϕが isometricであることと、ϕがA≤1 とA′

≤1 ∩ϕ(A)を K◦ 代数として同型に対応
させること (すなわち $|A≤1

: A≤1 → A′
≤1 ∩$(A)が同型かつ $−1(A′

≤1) = A≤1 であること) は同値にな
る。実際、まず ϕが isometricになっているならば、A′

≤1 に移るのは A≤1 に入ってる元のみである。ϕは単

23



射であるので ϕ(A≤1) ∩ A′
≤1 が対応する。よって K◦ 代数の同型になる。逆に A≤1 と A′

≤1 ∩ ϕ(A)を K◦ 代
数として同型に対応しているとする。任意の α ∈ Aについて、ある正整数 mが存在して $mα ∈ A≤1 とな
る。もし A′ |ϕ($mα)| = A|$mα|となったとすれば、このノルムは K代数のノルムより、A′ |ϕ(α)| = A|α|と
なる。ゆえに α ∈ A≤1 として A′ |ϕ(α)| = A|α|を示せば良い。(b)から A|−| = A≤1 |−|となっていることに
注意する。まず$−sα ∈ A≤1 であるとき、ϕの仮定から$−sϕ(α) ∈ ϕ(A≤1) ⊂ A′

≤1 ゆえ、A
′ |ϕ(α)| ≤ A|α|

となる。逆に、$−s′ϕ(α) ∈ A′
≤1 のとき ϕ($−s′α) ∈ A′

≤1 ∩ ϕ(A)であるので、ϕの仮定から $−s′α ∈ A≤1

となる。したがって A′ |ϕ(α)| = A|α| となるので ϕが isometricになる。
まず ϕが isometricなら、上記のことから ϕ(A≤1) ⊂ A′

≤1 となる。また、もし α ∈ A≤1 で ϕ(α) ∈ $A′
≤1

だったとすると、$−1ϕ(α) ∈ A′
≤1 より、A′ |ϕ(α)| ≤ |$| < 1となる。isometricであることから A|α| ≤ |$|

より $−1α ∈ A≤1 なので α ∈ $A≤1 であるから A≤1/$ → A′
≤1/$ は単射になる。

逆を示す。A≤1/$ → A′
≤1/$ の単射性からもし ϕ(α) = 0ならば、$−1α ∈ A≤1 となり、ϕ($−1α) = 0

から、繰り返して αは infinite $-divisibleとなる。isometricの概念はノルム K 代数の間の射においてのみ
定義しているから、今 A|−|はノルムなので (a)から infinite $-divisibleを持たないから α = 0となる。よっ
て、ϕも単射になる。とくに A ⊂ A′ として考えて良い。
上で示した同値性から、A≤1 = A′

≤1 ∩ Aを示せば良い。ϕの仮定から A≤1 ⊂ A′
≤1 から A≤1 ⊂ A′

≤1 ∩ A
が成り立っている。ここで任意の α ∈ A は limn→∞$nα = 0 より、十分大きい n で $nα ∈ A≤1 なので、
α ∈ 1/$nA≤1 となる。よって、任意の正整数 nで A′

≤1 ∩ 1/$nA≤1 = A≤1 を示せばよい。*40
まず明らかに A≤1 ⊂ A′

≤1 ∩ 1/$nA≤1 となっている。n = 1 のとき、α/$ ∈ A′
≤1 ∩ 1/$A≤1 を任意に

取ると α ∈ $A′
≤1 ∩ A≤1 から A≤1/$ → A′

≤1/$ の単射性より α ∈ $A≤1 となるので α/$ ∈ A≤1 より
A≤1 = A′

≤1 ∩ 1/$A≤1 となる。帰納法を用いる。任意の α/$n+1 ∈ A′
≤1 ∩ 1/$n+1A≤1 を取る。$ を掛け

ると、帰納法の仮定から α/$n ∈ A′
≤1∩1/$nA≤1 = A≤1なので、ある β ∈ A≤1が存在して α/$n+1 = β/$

となる。ゆえに α/$n+1 = β/$ ∈ A′
≤1∩1/$A≤1 = A≤1なので任意の正整数 nでA′

≤1∩1/$nA≤1 = A≤1

が成り立つから、上で述べたとおり、A′
≤1 ∩ A = A≤1 となるので、ϕは isometricになる。

(d) A′/A が $-torsion free であることから A′ ∩ A[1/$] = A となる。よって (c) の $ : A[1/$] →
A′[1/$]を包含写像として取れば $−1(A′) = Aゆえ、A[1/$]→ A′[1/$]は isometricになるので A′ |−|の
Aへの制限が A|−|になる。
A/J |−|は (A/J)[1/$] = A/(J [1/$])上の半ノルムである。a ∈ Aに対して aを A/(J [1/$])への像とす
る。まず (2)の定義から

A/J |a| = |$|sup{s∈Γ|ϖ−sa∈A/J} (2.38)

となっている。aに移る a′ ∈ A[1/$]について

r(a′) := sup{s ∈ Γ | $−sa
′ ∈ A} (2.39)

とおくと、A|−|から得られる剰余ノルムはその定義と |$| < 1に注意して supと inf を考えると

inf
a′ 7→a

A|a′| = inf
a′ 7→a
|$|r(a

′) = |$|supa′ 7→a{r(a′)} (2.40)

= |$|sup{s∈Γ|∃a′ 7→a,ϖ−sa
′∈A} (2.41)

*40 n→∞で 1/$nA≤1 = A≤|ϖ|−n → Aであることに注意すると、等号A′
≤1∩1/$

nA≤1 = A≤1 はA′
≤1∩A≤|ϖ|−n = A≤1

であり、すなわち定義域側のAでノルムが大きくても、値域側のA′ で小さければ定義域側でも小さいということを意味している。
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となる。i ∈ J [1/$]に対して i = $−s(i/$−s)と i/$−s ∈ J [1/$]に注意すると、(2.41)の指数部分は

sup
i∈J[1/ϖ]

sup{s ∈ Γ | $−sa+ i ∈ A} (2.42)

に等しい。A/J が $-torsion free であることから A ∩ J [1/$] = J となる。とくに A ↪→ A[1/$] →
(A[1/$])/(J [1/$]) = (A/J)[1/$] は A/J ⊂ (A/J)[1/$]への全射になる。すると次の等式

sup{s ∈ Γ | $−sa ∈ A/J} = sup
i∈J[1/ϖ]

sup{s ∈ Γ | $−sa+ i ∈ A} (2.43)

が成り立つ。実際、s ∈ Γで$−sa ∈ A/J ⊂ A/J [1/$]なら、ある α ∈ Aが存在して αは$−sa ∈ A/J [1/$]

に移るので、$−sa− α ∈ J [1/$] ゆえ、ある i ∈ J [1/$]で $−sa+ i ∈ Aとなるので ≤は成り立つ。逆に
$−sa+ i ∈ A ⊂ A[1/$]のとき、A/J [1/$]に移すと $−sa ∈ A/J より ≥も成り立つので (2.43)は成り立
つ。以上より、(2.38) と (2.41) と (2.43) から A/J |a| = infa′ 7→a

A|a′|より、商半ノルムに一致することがわ
かる。
A のイデアル I について、もし α ∈ A が $α ∈ I だったとすると、I は K 加群でもあるので α ∈ I か
ら A≤1/I≤1 は $-torsion free である。さらに A/I = (A≤1/I≤1)[1/$] であるので、(b) から (A/I)≤1 =

(A≤1/I≤1)∗ となる。
(e) ?

(3) まず A◦ の整閉な開 K◦ 部分代数 B を取ると、開かつ整閉であることから A◦◦ を必ず含む。逆に A◦◦

を含むならばこれは開集合なので開 K◦ 部分代数になる。よって A◦ の整閉な開 K◦ 部分代数と A◦/A◦◦ の k

部分代数が一対一に対応している。[completely] integrally closed同士で対応していることを示す。次のこと
から互いに対応していることがわかる。

主張. S を環とし、そのイデアル I をとる。Rが I を含む Rの部分環とする。s ∈ S と s ∈ S/I を sの像と
する。このとき sが R上 (completely) integralであることと sが R/I で (completely) integralであること
は同値。

この主張は、I による剰余で S の中で I を含む有限生成 R 部分加群と S/I の中の有限生成 R/I 部分加群
が一対一に対応していることと、section 2.3.1 の定義から従う。
完備化については $nA◦◦ による剰余の対応を考えると上記のような一対一対応から同様に示される。
(4) A†

A ⊂ A
+
A ⊂ A∗

A は section 2.3.1の通り、一般に成り立っている。
A∗

A = (A∗)
∗
A = A◦ を示す。a ∈ A∗

A は、ある有限生成 A加群 B で A[a] ⊂ B ⊂ Aとなる。ここで B は、
ある b1, . . . , bn ∈ B によって B = Ab1 + · · ·Abn と書ける。A ⊂ A∗ = A≤1 から、

|B| ≤ max{|A||bi| | i = 1, . . . , n} ≤ max{|bi| | i = 1, . . . , n} (2.44)

より、B は有界であるので、{an | n ∈ Z+} ⊂ B も有界だから a ∈ A◦ であるので A∗
A ⊂ A◦ となる。

a ∈ (A∗)
∗
A についても A∗ = A≤1 から同じことが言えるから A∗

A ⊂ (A∗)
∗
A ⊂ A◦ となる。

逆に a ∈ A◦ を取ると、ある N ∈ Z+ が存在して、任意の正整数 n で A|an| ≤ |$|N となる。よって、
$−N = $−N から、$−Nan ∈ Aゆえ an ∈ $NAとなる。したがって A[a] ⊂ $NA ⊂ Aから、a ∈ A∗

A な
ので A∗

A = (A∗)
∗
A = A◦ となることが示された。

まず先に A||sp≤1 = (A†
A)∗ を示す。A†

A[1/$] = Aとなっているので、A†
A から得られる A上の半ノルム

25



A†
A |−|を取れる。これを |−|† と書くこととする。a ∈ Aと s ∈ Γについて、(2.25)から、

$−sa ∈ A†
A ⇐⇒ ∃n ∈ Z+, ($−sa)

pn = $−pnsa
pn ∈ A (2.45)

なので |a|† = |$|r† は r† := sup{s ∈ Γ | $−sa ∈ A†
A} = sup{s ∈ Γ | ∃n ∈ Z+, $−pnsa

pn ∈ A} より、

|a|† = |$|r
†
= inf{|$|s | s ∈ Γ, ∃n ∈ Z+, $−pnsa

pn ∈ A} = inf
n∈Z+

inf{|$|s | s ∈ Γ, $−pnsa
pn ∈ A}

(2.46)

= inf
n∈Z+

inf{|$|s
′/pn | s′ ∈ Γ, $−s′a

pn ∈ A} = inf
n∈Z+

A|ap
n

|1/p
n

(2.47)

となり、(Fuketeの補題から)これは limn→∞
A|apn |と一致するので |a|† = |a|sp となる。

|−|† = A†
A |−| であることから、(b) より、(A†

A)∗ と A 内の |−|† に関するの単位円板 A||†≤1 は一致する。
さらに |−|† は A|−|から誘導されるスペクトラル半ノルム |−|sp と一致しているので、(A†

A)∗ はそのスペクト
ラル半ノルム |−|sp による単位円板と一致する。すなわち A||sp≤1 = A||†≤1 = (A†

A)∗ が示された。
(A†

A)∗ = (A◦)∗ を示す。a ∈ A◦ は A|−|による冪有界元であり、|a|sp ≤ A|a|から、|a|sp においても冪有
界になる。よってとくに |a|sp ≤ 1なので a ∈ A||sp≤1 = (A†

A)∗ となるので、A◦ ⊂ (A†
A)∗ である。一方、最

初に示したことから A†
A ⊂ A◦ ゆえ (A†

A)∗ ⊂ (A◦)∗ であるから、(A◦)∗ = (A†
A)∗ となることがわかる。

A∗ = A≤1 より、A≤1 が Noetherなら、(A≤1)
+
A = (A∗)

+
A = (A∗)

∗
A なので今示した (A∗)

∗
A = A◦ と合わ

せて、Aにおける A≤1 の integral closureは A◦ に等しい。
(5) A = A≤1 として考えた A|−| と元々の |−| は (1) より一致しているので、今までの結果を用い
ることが出来る。まず (2.27) から A≤1 ⊂ (A≤1)

†
A ⊂ (A≤1)

+
A ⊂ (A≤1)

∗
A = A◦ となる。よって、まず

(a)⇒ (b)⇔ (c)⇒ (d)⇒ (e)がわかる。
(e) =⇒ (a)を示す。(4)から (A≤1)

†
A から得られるノルム |−|† と |−| = A≤1 |−|から得られるスペクトラル

半ノルム |−|sp は一致する。(e)から A≤1 |−| = |−|† ゆえ

|−| = A≤1 |−| = |−|† = |−|sp (2.48)

であるので Aはスペクトラルになるから (a)が従う。
(e) =⇒ (f)を示す。x ∈ A≤1 が xp ∈ $A≤1 となったとき、|(x/$1/p)

p| = |xp$−1| ≤ 1より (x/$1/p)
p ∈

A≤1 = (A≤1)
†
A ゆえ、x/$1/p ∈ A≤1 なので Frobenius射 A≤1/$1/p → A≤1/$ は単射になる。

(f) =⇒ (e)を示す。まず A = A≤1[1/$1/p] が成り立っていることに注意すると、Aの元 αは a ∈ A≤1 と
n ∈ Z≥0 によって α = a/$n

1/p と書ける。α ∈ (A≤1)
†
A であるとすると、ある正整数 mで αm ∈ A≤1 とな

る。mについて帰納的に考えればm = 1として αp ∈ A≤1 であるときに α ∈ A≤1 となることを示せば良い。
α = a/$n

1/p ∈ A≤1 を分母の n に関する帰納法で示す。n = 1 のとき α = a/$1/p ∈ A が αp =

(a/$1/p)
p = ap/$p

1/p ∈ A≤1 ゆえ、$p
1/p = $ と合わせて a ∈ A≤1 は ap ∈ $A≤1 となる。(f)の単射性か

ら a ∈ $1/pA≤1 であるので α = a/$1/p ∈ A≤1 となるので成り立つ。
n− 1で成り立っているとする。αp ∈ A≤1 から(

a

$n−1
1/p

)p
=

(
a

$n
1/p

)p
·
($1/p

1

)
= αp ·

($1/p

1

)
∈ A≤1 (2.49)

であるので、帰納法の仮定から (a/$n−1
1/p ) ∈ A≤1 となる。ゆえに

α =
a

$n
1/p

=
(a/$n−1

1/p )

$1/p
∈ A≤1[1/$1/p] (2.50)
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かつ αp ∈ A≤1 より、n = 1のときの議論から α ∈ A≤1 となる。したがって A≤1 = (A≤1)
†
A から (e)が成り

立つ。
(6) 一様ノルム K 代数の位相に関する主張であるため、最初から A がスペクトラルであるとしてよい。

(5)の (b)と (c)(もしくは一様性を用いること無く (2.27))から A≤1 = A◦ = (A≤1)
∗
A である。(1)から Aの

ノルム |−|は A≤1 |−|に一致しているので、(2)の (b)と Aの一様性から A◦ = A≤1 であることに注意すれば
(A◦)∗ = (A≤1)∗ = A≤1 = A◦ = (A≤1)

∗
A となることがわかった。

Â◦ = Â◦については (a)から Â≤1 = Â≤1であるので、あとはスペクトラルとしていることからA◦ = A≤1

が成り立つのでこれらを適用すれば良い。
(7) まず (4)から (A◦)∗ がスペクトラル半ノルム |−|sp による単位円板になる。Au は Aのスペクトラル
半ノルムによる完備化であり、スペクトラルだから (Au)≤1 = Au◦ である。よって、単位円板が閉であるこ
とから、Au◦ は (A◦)∗ のスペクトラル半ノルムによる完備化に等しい。

2.3.3 Remarque

(1) Frobenius 射 A◦/$1/p
x 7→xp

−−−−→ A◦/$ は Aが一様でなかったとしても A◦ はいつでも整閉であるから
(5)の証明と全く同様にして常に単射になることがわかる。

(2) 命題 2.3.1(2.27) において A+
A ⊂ A∗

A = A◦ ⊂ A||sp≤1 は真の包含になり得る。例を与える。A :=

K◦[$T, . . . ,$i+1T p
i

, . . . ] ⊂ K◦[T ]とする。このとき |−| := A|−|と表すことにする。すると |Tm| =
|$|−1−blogpmc かつA := A[1/$] = K[T ]かつA◦ = A∗

A = K◦+K◦◦TK◦[T ]かつ (A◦)∗A = (A∗
A)

∗
A =

K◦[T ] と (A◦)+A = A◦ が成り立つ。これは completely integral closure である A∗
A の completely

integral closureがもとに戻らない例になっている。さらにスペクトラル半ノルムによる単位円板と A◦

が一致していない例になっている。

2.3.4

以下では |K|が R+ で稠密であるとする。

系 2.3.2. 関手 B 7→ B◦ は一様 Banach K代数の圏 (K-uBan)と K◦ 代数 B であって以下の条件を満たす
ものへの圏同値を与える。

(1) B は K◦ 上 flatである。
(2) B は $ 進完備である。
(3) B は B[1/$]において [p-root/integrally/completely integrally] closedである。
(4) B = HomK◦(K◦◦, B)(= B∗)となる。

準逆関手は B 7→ (B[1/$],B |−|)によって与えられる。ノルム K 代数 Aに対して一様 Banach A代数と
A◦ 代数で上の条件を満たすものとの間にも同じ圏同値が与えられる。

(4) のもとで (3)(の三つの条件) は B |−| がスペクトラルであることと同値である (命題 2.3.1(2)(b) と命
題 2.3.1(5) からわかる)。圏同値であるから B = B◦[1/$] 上に B◦ |−| で定める位相ともともとのノルム |−|
で定める位相が一致しているだけで、ノルムとして一致しているわけではないから B がスペクトラルとは言
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えていない。あくまで一様性からノルム K代数として同型になるだけ。

証明. B◦ が (1)～(4)を満たすことを示す。
(1)について。 b ∈ B◦ が$b = 0 ∈ B◦ のとき$b = 0 ∈ Bであるから、$−1 を掛けて b = 0より、B◦ は

$-torsion freeなので良い。
(2)について。 Bが一様 Banachより section 2.2.4からスペクトラル半ノルムについても完備である。す
ると B◦ = B||sp≤1 だから B◦ も完備になる。B◦ の持つ位相は命題 2.3.1(1)をスペクトラル半ノルムに対して
適用すれば $ 進位相であることがわかるので B◦ は $ 進完備。
(3)について。 命題 2.3.1(5)を (B, |−|sp)に適用すれば B◦ = B||sp≤1 よりよい。
(4)について。 |K|が R+ で稠密であるから、命題 2.3.1で取れる Γは Rで稠密なので、命題 2.3.1(2)(b)

をスペクトラル半ノルムに適用すれば B◦ = B||sp≤1 = B◦∗ = HomK◦(K◦◦,B◦)よりよい。

系 2.3.3. B を一様 Banach K 代数とする。このとき自然に B と B◦ と B◦/$ と B◦/B◦◦ それぞれの冪等
元の間に全単射がある。

系 2.3.2から B はスペクトラルとしてよい。B と B◦ の間に関しては B◦ = B≤1 より section 2.2.6の後半
からわかる。B◦ と B◦/$ の間に関しては B◦ が $ 進完備であることから従う。B◦/$ と B◦/B◦◦ の間に関し
ては B◦/$ → B◦/B◦◦ の核が冪零イデアルになることから従う。

補題 2.3.4. Aを一様 Banach K 代数とする。mを A◦ の冪等イデアルであって、K◦◦m = mとなるもの
とする。A◦ 代数の圏における自己関手を (A◦,m)を cadre*41としたときの局所化の almost elementによ
り与える。すなわち、A◦ 代数 B に対して

B 7−→ (Ba)∗ = Hom(A◦)a-Alg((A◦)a, Ba) = HomA◦(m̃, B) (2.51)

とする。この関手は系 2.3.2の四条件を保つ。とくに almost elementを取る関手 (−)a は系 2.3.2の四条
件を満たす A◦ 代数のなす圏上の局所化関手 (−)a の右随伴になる。よって limitと可換になる。

(A◦,m)が cadreであることを確認する。仮定から冪等イデアルになっている。m̃が A◦ 上 flatであること
はこの補題 2.3.4を示すにあたって必要ないため、flatであることは課さなくてよい。
ここで二つの cadre (K◦,K◦◦)から (A◦,K◦◦A◦ = A◦◦) *42への cadreの変換が、K◦◦ ⊂ K◦◦A◦ に注意す
れば包含写像 K◦ ↪→ A◦ によって得られる。この cadreの変換について K◦◦ が K◦◦A◦ を生成していることか
ら section 1.5より (K◦,K◦◦)と (A◦,K◦◦A◦)における”almost”は同じ意味を持つ。すなわち、任意の A◦ 加
群M について cadre (K◦,K◦◦)に関して almost zeroであることと、cadre (A◦,A◦◦)に関して almost zero

であることは同値になる。
さらに mが A◦ のイデアルであることから m = K◦◦m ⊂ K◦◦A◦ = A◦◦ より、A◦ 上の恒等写像は (A◦,m)

から (A◦,A◦◦) への cadre の変換を得る。この返還に関して上記のような同値性を示せるとは限らないが、
A◦ 加群M が cadre (A◦,A◦◦)に関して almost zeroであれば (A◦,m)に関しても almost zeroになることは

*41 ただし m̃の flat性は課していない
*42 |K|が R+ で稠密なので section 2.2.2から確かに cadreの仮定 (とくに冪等性)を満たす。
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分かる。以上のことから、(A◦,m)に関しての”almost”の性質を示すとき、(K◦,K◦◦)で示せば十分であるこ
とが分かる。

証明. (1)を保つこと。 B が $-torsion freeのとき B∗ も $-torsion freeになるので良い。
(2) を保つこと。 関手 B 7→ (Ba)∗ は limit と可換だが $n による剰余と可換とは限らないから
注意深く扱う必要がある。任意の A◦ 代数 B について、ここで標準的な射 u : (̂Ba)∗ → (B̂a)∗ が
HomA◦(m̃, B)/$n → HomA◦(m̃, B/$n) の limit を取ることで得られる。これが同型射になることを示す。
ここで HomA◦(m̃, B)→ HomA◦(m̃, B/$n)の核を計算する。B が K◦ 上 flatであるから、A◦ 加群の完全列

0 −→ $nB = $nK◦ ⊗K◦ B −→ B −→ B/$n (2.52)

に左完全関手 HomA◦(m̃,−)を作用させると、完全列

0 −→ HomA◦(m̃, $nB) = $nHomA◦(m̃, B) −→ HomA◦(m̃, B) −→ HomA◦(m̃, B/$n) (2.53)

が得られるので HomA◦(m̃, B)/$n → HomA◦(m̃, B/$n) は単射。ゆえにその limit u も単射。limit と
HomA◦(m̃,−)の可換性から、可換図式

(Ba)∗ = HomA◦(m̃, B) B̂a∗ = lim←−nHomA◦(m̃, B)/$n

(B̂a)∗ = HomA◦(m̃, lim←−nB/$
n) lim←−nHomA◦(m̃, B/$n)

∼= u

∼=

より uは全射にもなるのでとくに A◦ 代数の同型を与える。B が $ 進完備であれば、同型 (̂Ba)∗ ∼= (B̂a)∗ =

(Ba)∗ より、(Ba)∗ も $ 進完備なので、この性質も保たれることがわかった。
(3)を保つこと。 f ∈ HomA◦(m̃, B)[1/$]が $f ∈ HomA◦(m̃, B)もしくは fp ∈ HomA◦(m̃, B)となっ
たとする。このとき任意の η ∈ m̃に対して $f(η) ∈ B もしくは fp(η) ∈ B なので、B の仮定から f(η) ∈ B
なので f ∈ HomA◦(m̃, B)より良い。
(4)を保つこと。 B = HomK◦(K◦◦, B)であるとする。

HomK◦(K◦◦, (Ba)∗) = HomK◦(K◦◦,HomA◦(m̃, B)) (2.54)

= HomA◦(K◦◦ ⊗K◦ A◦,HomA◦(m̃, B)) (2.55)

= HomA◦((K◦◦ ⊗K◦ A◦)⊗A◦ m̃, B) (2.56)

= HomA◦(K◦◦ ⊗K◦ m̃, B) = HomA◦(m̃, B) (2.57)

が成り立つ。ここで二つ目の等号は K◦◦ → A◦ への base changeによるもの。三つ目の等号はテンソル積と
HomA◦(m̃,−)の随伴性から。
五つ目の等号は系 2.3.2(1)から A◦ は K◦ 上 flatであり、とくに m ⊂ A◦ もそうなので K◦ 上 flatになる。
ここで K◦◦ = ∪s∈Γ>0$sK◦ = lim−→s∈Γ>0

$sK◦ であることと、flat性から

K◦◦ ⊗K◦ m =

(
lim−→
s∈Γ>0

$sK◦

)
⊗K◦ m ∼= lim−→

s∈Γ>0

($sK◦ ⊗K◦ m) ∼= lim−→
s∈Γ>0

$sm = K◦◦m = m (2.58)

という同型が得られることから従う。
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2.3.5 Remarque

(1) 一方で、(−)a の左随伴 (−)!! は系 2.3.2(2)～(4)を保たない。しかし、(−)a の左随伴 (−)!̂! であって、
(A◦)a-Alg から A◦ 代数 B で系 2.3.2(1)～(4) を満たすものからなる A◦-ALg の充満部分圏への関手
になっているものを定義することが出来る。これは次の操作によって得られる。
(a) B!! を $∞-torsionで割る (これで (1)を満たす)。
(b) $ 進完備化を取る (これで (2)を満たす)。
(c) 1/$ による局所化の中での completely integral closureに置き換える (これで (3)を満たす)。
(d) (K◦,K◦◦)を cadreとしたときの almost elementをとる (これで (4)を満たす)。
とくにこれらの操作は互いの性質を保つことを示す (命題 2.3.1(2.27)より互いに性質を消すことはな
く、最後の二つは $ による局所化における冪有界元全体の集合への変換になる)。

(2) 同様に、A◦ 代数で (1)～(4) を満たすものからなる圏の余積は ⊗ ではない ((2)、(3) と (4) を保たな
い)。しかし、(B ⊗A C)[1/$]における (B ⊗A C)/($∞-tosrion)の competely integral closure の完
備化 B⊗̂uAC で与えらえられる bifunctorによって与えられる。

証明. A◦ 代数 B について (b)(c)(d)いずれの操作によっても $-torsion freeであることは保たれているから
(a)を適用してから (b)(c)(d)をしてよい。
(c)(d) が (b) の操作によって得られた $ 進完備性を保つことを示す。(c) については B[1/$]における B

の completely integral closure を取ることは命題 2.3.1(4) から B∗
B[1/ϖ] = B[1/$]

◦ を取ることであるため
$ 進完備性を保つ。(d)については補題 2.3.4を A = Kと m = K◦◦ として適用すれば $ 進完備性を保つ。
(d) が (c) によって得られた completely integral closed 性を保つことは命題 2.3.1(4) から B ⊂ B∗ ⊂

(B∗)
∗
B[1/ϖ] = B∗

B[1/ϖ] = B ⊂ B∗ であることからわかる。

2.3.6

位相の文脈に関する疑問に対して almost mathematics を拡張する。位相加群と連続準同型からなる圏は
アーベル圏になっていない。しかしながら、一様 Banach代数に対して、今までの結果から類似物を構成する
ことが出来る。一様 Banach 代数 A を一つ固定し、一様 Banach Aâ 代数の圏 (Aâ-uBan) を、対象が (通常
の)一様 Banach A代数 Bâ であって、射 Bâ → Câ を ((A◦)a 代数としての射) (B◦)a → (C◦)a によって与え
る (cadreとして補題 2.3.4の (A◦,m)を取っている)。もし cadreが (K◦,K◦◦)で取れたとすると、この圏は
通常の一様 Banach K代数の圏と一致する。
対象に関して恒等的な関手 (−)â : A-uBan → Aâ-uBan が得られる。*43補題 2.3.4 から、(−)â は右随伴

(−)∗̂ を持つ。これは Bâ に対して
(Bâ)∗̂ := ((B◦)a)∗[1/$] (2.59)

によって与えられる (系 2.3.2と補題 2.3.4から確かに Aâ-uBanへ移る)。実際、とくに単位射は

B −→ (Bâ)∗̂ = ((B◦)a)∗[1/$] = HomA◦(m̃,B◦)[1/$] = Homcont
A (m̃⊗A◦ A,B) (2.60)

β = b/$n 7−→ (x 7→ bx)/$n (2.61)

*43 射に関しては A-uBanの射の連続性から B → C を制限して B◦ → C◦ が得られるのでこれを (−)a で移せば良い。
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によって与えられる。ここで最後の m̃⊗A◦ Aには標準的な準同型 m̃→ m̃⊗A◦ Aによって m̃の $ 進位相か
ら誘導される位相を入れる。すなわち 0 ∈ m̃⊗A◦ Aの基本近傍系として任意の正整数 nによって与えられる
A◦ 部分加群 $n(m̃⊗A◦ 1)を持つ。また環としての積構造は A上の位相加群として見たときの連続準同型全
体の集合に section 1.4で定義した積と同様にして演算を入れている。
最後の等号 HomA◦(m̃,B◦)[1/$] = Homcont

A (m̃⊗A◦ A,B) を示す。まず f ∈ HomA◦(m̃,B◦)[1/$]として

ϕ : HomA◦(m̃,B◦)[1/$] −→ HomA(m̃⊗A◦ A,B) (2.62)

f/$k 7−→ ϕ(f/$k) := (m⊗ a/$n 7→ f(m)/$k · a/$n) (2.63)

という写像が構成できる。ϕ(f/$k) が連続であることを示すためには B の基本近傍系 $nB◦ の ϕ(f/$k)

による逆像が開集合になればいい。実際、$n+k(m̃ ⊗ 1) の元を m ∈ m̃ によって $n+k(m ⊗ 1) と表すと
f ∈ HomA◦(m̃,B◦)に注意すれば

ϕ(f/$k)($n+k(m⊗ 1)) = ϕ(f/$k)(($n+km)⊗ 1)) = f($n+km)/$k · 1 = $nf(m) ∈ $nB◦ (2.64)

となる。ゆえに $n+k(m̃⊗ 1) ⊂ (ϕ(f/$k))−1($nB◦) であるから、m̃⊗A◦ Aの位相の入れ方から ϕ(f/$k)

は連続になる。よって ϕ : HomA◦(m̃,B◦)[1/$]→ Homcont
A (m̃⊗A◦ A,B)が定まる。

ϕの逆写像として次が構成できる。ここで ι : m̃ → m̃ ⊗A◦ Aを上記の位相を定めるときに扱った標準的な
準同型とする。このとき

ψ : Homcont
A (m̃⊗A◦ A,B) −→ HomA◦(m̃,B◦)[1/$] (2.65)

g 7−→ g ◦ ι = ($k · g ◦ ι)/$k (2.66)

と定義する。ここで 0以上の整数 k は g に依存しているものであって、次のように定義し、それゆえ確かに
ψ は定義できる。g が連続であることから B の開集合 B◦ の逆像 g−1(B◦)について、ある 0以上の整数 k で
$k(m̃⊗ 1) = $k · ι(m̃) ⊂ g−1(B◦)となる。よって$k · g ◦ ι(m̃) ⊂ B◦ であるから$k · g ◦ ι ∈ HomA◦(m̃,B◦)
となる。これらが互いに逆になっていることは計算するとわかる。
随伴になっていることを示す。B ∈ A-uBanと C = Câ ∈ Aâ-uBanに対して、

HomA-uBan(B, (Câ)∗̂) = Homcont
A (B, (Câ)∗[1/$]) = Homcont

A (B,Homcont
A◦ (m̃⊗A◦ A, C)) (2.67)

= Homcont
A (B ⊗A (m̃⊗A◦ A), C) = Homcont

A (B ⊗A◦ m̃, C) (2.68)

= HomA◦(B◦ ⊗A◦ m̃, C◦) = Hom(A◦)a((B◦)a, (C◦)a) (2.69)

= HomAâ(Bâ, Câ) (2.70)

よりわかる (五つ目の等式は位相の入れ方から従う)。もし mが B に忠実に作用するならばこの単位射は単射
になる。
また、((Bâ)∗̂)

◦
= HomA◦(m̃,B◦)(= ((B◦)a)∗)を満たす。これは (Bâ)∗̂ = ((B◦)a)∗[1/$] ∈ A-uBanのノ

ルムは ((B◦)a)∗ から誘導されたノルムであって、これは系 2.3.2の後に記載されている通りスペクトラルノ
ルムである。すると (b)から

((Bâ)∗̂)
◦
= ((Bâ)∗̂)≤1 = (((B◦)a)∗)∗ = ((B◦)a)∗ (2.71)

となる。ここでこの二つの (−)∗ は三項目で先に作用しているものと最後の項のものは cadre (A◦,m)に関す
る almost elementであって、三項目で後に作用しているものは cadre (K◦,K◦◦)に関する almost elementで
ある。最後の等号は補題 2.3.4の後に記載されているような almost性の同値性からわかる。
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一方、(−)â は B ∈ Aâ-uBan に対して section 2.3.5 で定義した (−)!̂! を用いて新しく定義できる関手
Aâ-uBan→ A-uBan

B!̂! := ((B◦)a)!̂![1/$] (2.72)

を左随伴を持つ (系 2.3.2)。定義の通りこれも同じ記号 (−)!̂! で表すこととする。(−)∗̂ の場合と同じように
((Ba)!̂!)

◦
= ((B◦)a)!̂! となる。

射については、Aâ-uBan の射 f : Bâ → Câ、つまり f : (B◦)a → (C◦)a に対して f!̂! : (B
â)!̂! → (Câ)!̂! は

section 2.3.5 によって定義される f!̂! : ((B
◦)a)!̂! → ((C◦)a)!̂! を 1/$ によって局所化した f!̂![1/$] : (Bâ)!̂! =

((B◦)a)!̂![1/$]→ (Câ)!̂! = ((C◦)a)!̂![1/$]によって与えられる。
後に与える例 (section 2.5.4)から、almost elementの包含写像

(Bâ)∗̂ ⊂ (Ba)∗ = HomA◦(m̃,B) = HomA(m̃⊗A◦ A,B) (2.73)

は一般に等号にはならない。しかしながら次の結果がある。

補題 2.3.5. ϕ : B → Cを一様 Banach A代数の射とする。ϕ◦ : B◦ → C◦をその制限した射とする。このと
き (A◦,m)を cadreとして取ったとき、ϕが almost isomorphismであることと ϕ◦が almost isomorphism

であること (すなわち ϕâ = (ϕ◦)a が Aâ-uBanで同型射になること)は同値。

証明. ϕ◦が almost isomorphismのとき、mKer(ϕ◦) = 0かつmCoker(ϕ◦) = 0となる。ここで B = B◦[1/$]

と C = C◦[1/$]より ϕ = ϕ◦[1/$]となっていることに注意すると、計算によって ϕも almost isomorphismで
あることがわかる。また、ϕが almost injectiveのとき、Ker(ϕ◦) ⊂ Ker(ϕ)から、mKer(ϕ◦) ⊂ mKer(ϕ) = 0

より ϕ◦ も almost injectiveになる。
ϕ が almost isomorphism のとき ϕ◦ が almost surjective になることを示す。まず ϕ◦ から得られる

(ϕ◦)a : (B◦)a → (C◦)a は Aâ-uBanの射 Bâ → Câ である。すると section 2.3.6から (ϕâ)!̂! : (B
â)!̂! → (Câ)!̂!

が得られ、(ϕâ)!̂! = ((ϕ◦)a)!̂![1/$]となっている。ϕは almost isomorphismより ϕ◦ も almost isomorphism

だから (ϕ◦)a は同型射だから、(ϕâ)!̂! も同型射になる。この (ϕâ)!̂! : (B
â)!̂! → (Câ)!̂! は A-uBan の射であ

るから、(−)◦ によって系 2.3.2 で移した先の A◦-Alg の圏においても同型射になる。ここで前述した通り
((Ba)!̂!)

◦
= ((B◦)a)!̂! と ((Ca)!̂!)

◦
= ((C◦)a)!̂! が成り立っているから、この同型射 ((B◦)a)!̂! → ((C◦)a)!̂! は、

(ϕâ)!̂! を制限した ((ϕ◦)a)!̂! によって与えられる。
よって次の可換図式

((B◦)a)!! ((B◦)a)!̂! B◦

((C◦)a)!! ((C◦)a)!̂! C◦
((φ◦)a)!! ((φ◦)a)

!̂!
φ◦

について、真ん中の垂直方向の射は同型射で、下の水平方向の射の合成は almost isomorphismになる ([GR]

Rem.2.2.28)。よって一番右の ϕ◦ も almost surjectiveになるので示された。
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2.4 Extensions entieres d’algebres normees uniformes

2.4.1

Aを一様ノルム K 代数とし、B を Aの拡大であって、そのノルムは Aのノルムの延長として持っている
とする。まず A ∩ B◦ = A◦ が成り立つ。

補題 2.4.1. (1) Bにおける A◦ の completely integral closureは B◦ に含まれる。とくにA◦ は Aにお
いて completely integrally closedである。

有限群 Gが B に作用していて、BG = Aとなっているとする。
(2) G の作用がノルムを保つとする (例えばとくに B がスペクトラルかつ完備なときにこれを満た
す*44)。このとき (B◦)G = A◦ であり、B は A上 integral、B◦ は A◦ 上 integral、B の中での A◦

の integral closureは B◦ に一致する。
(3) B が一様 Banach A代数であるとする。このとき B の |−|sp は B 上の唯一つの G-不変なスペクト
ラルなノルムであって A上のスペクトラル半ノルムを拡張しているものである。

(4) さらに B がスペクトラルであるとする。g を A の元とする。もし A 上で g を掛ける写像が単
射/isometricであるならば、B 上で g を掛ける写像も単射/isometricになる。

証明. (1) b ∈ B について B の中の有限生成 A◦ 加群であって bの任意の冪乗を含むとする。Aは一様だか
ら A◦ は有界であり、包含写像 A ↪→ B は isometricだから、その有限生成 A◦ 加群は有界。よって b ∈ B◦ と
なる。
(2) G がノルムを保つことから、G の作用は B◦ を保つ。すると仮定から (B◦)G = A ∩ B◦ = A とな
る。さらに有限群の作用のある任意の環はその不変部分環上 integral になっている ([AM] ex.5.12)。とくに
BG = Aから B は A上 integral になる。(B◦)G = A◦ から B◦ は A◦ 上 integral になる。また、(1)から B
における A◦ の integral closureは B◦ に含まれていて、今示したことから B◦ は A◦ 上 integralなので

A◦ ⊂ (A◦)+B ⊂ B
◦ ⊂ B (2.74)

であるから、integral closureである (A◦)+B は B◦ に一致する。
ここで、B のノルム |−|がスペクトラルかつ完備であるとき、section 2.2.4からそのようなノルムの唯一性
より |−|は Gの作用で不変である。
(3) B が一様なので section 2.2.2から |−|sp は B 上スペクトラルなノルムであり A上のスペクトラル半
ノルムを拡張したものになる。さらに B が一様 Banach A代数であるからそのスペクトラル半ノルムに関し
て完備であるため、(2)の通り Gの作用で B のスペクトラル半ノルムは不変である。
|−|′ を B 上のスペクトラルなノルムであって、Gの作用で不変であって Aのスペクトラル半ノルムを拡張

*44 一様 Banach代数ならノルムをスペクトラル半ノルムに取り替えればこの仮定を満たすため、今考えたい対象に関してはほぼ全て
において成り立つ。
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したものであるとする。|−|′ = |−|sp を示す。b ∈ B について、BG = Aより、多項式

∏
γ∈G

(T − γ(b)) = T d +

d∑
i=1

aiT
d−i ∈ A[T ] (2.75)

が取れる。|−|′ の Aへの制限は Aのスペクトラル半ノルム |−|sp であるから、[BGR] 3.1.2. Prop.1 と合わ
せて

max
γ∈G
|γ(b)|′ = max

1≤i≤d
(|ai|′)1/i = max

1≤i≤d
|ai|1/isp (2.76)

となる。B のスペクトラル半ノルム |−|sp は上述したとおり |−|′ の仮定を満たしているので (2.76)を満たす
から

max
γ∈G
|γ(b)|′ = max

1≤i≤d
|ai|1/isp = max

γ∈G
|γ(b)|sp (2.77)

となり、Gの作用による不変性から |−|′ = |−|sp となる。
(4) 同様の計算によってわかる。そもそも b ∈ B と ai ∈ Aを上の (3)のように取ると、任意の a ∈ Aに
ついて、 ∏

γ∈G
(T − γ(ab)) = T d +

d∑
i=1

(aiai)T
d−i (2.78)

となる。すると (3)と B がスペクトラルであることから |ab| = |ab|sp = max1≤i≤d|aiai|1/i となる。
これを用いて示す。A 上で g を掛ける写像が単射であるとする。g ∈ A であり、もし b ∈ B が gb = 0 と
なったとすると、0 = |gb| = max1≤i≤d|giai|1/i ゆえ、任意の 1 ≤ i ≤ dで |giai| = 0から giai = 0 ∈ Aとな
る。仮定から ai = 0である。よって、(2.75)から T d =

∏
γ∈G(T − γ(b)) より、bを代入して bd = 0 ∈ B と

なるが、B はとくに一様なので section 2.2.2から被約なので b = 0となる。よって B 上でも bを掛ける写像
は単射になる。
A上で g を掛ける写像が isometricになったとすると、上で示したことから

|gb| = max
1≤i≤d

|giai|1/i = max
1≤i≤d

|ai|1/i = |b| (2.79)

より isometricになる。

(2)の Gの作用によるノルムの不変性が無いと、B◦ は A◦ 上 integralにならないように取れることがある。
また、(2)の仮定のもとであっても必ずしも B が A上有限ではなく、もし有限であったとしても、B◦ が A◦

上有限ではない可能性がある。その例は次のとおりである。

2.4.2 Exemples prophylactiques

(1) V を完備離散付値環で標数が 2 でないものとし、その一意化係数を $ とする。A := V [[T ]] とし、A
の商体 Q(A)の、ある有限次 Galois拡大で Galois群を Gとする体の中での Aの integral closureを
B とおく。このとき B は A 上有限になる。*45A := A[1/$] とし、B := B[1/$] とおき、ノルムを命
題 2.3.1(2)で定義した A|−|と B |−|とする。

*45 [AM] Prop.5.17 と有限次 Galois 拡大は有限次分離的代数拡大なので、B は A 上の有限生成加群の部分加群になる。A はその
構成から Noetherなので B も A上有限生成加群になる。
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Aは K := Q(V )代数であり、|$|Γ = |K|となる Γ ⊂ Rは$が V の一意化係数なので Γ = Zとなる。
よって命題 2.3.1(b)から A≤1 = Aかつ B≤1 = B 成り立つ。A = V [[T ]]は V [T ]の $ 進位相による
完備化なので$進完備であるから、infinite $-divisibleを持たないので命題 2.3.1(a)から Aはノルム
K代数であり、A≤1 = Aと、その $ 進完備性から命題 2.3.1(1)と合わせて A|−|は A上の $ 進位相
と一致し、Aは Banach K 代数になる。さらに A|−| が A上で乗法的ノルムにることもわかる。*46ゆ
えに Aはとくにスペクトラルであることから命題 2.3.1(5)と合わせて A = A≤1 = A◦ より Aは一様
Banach K代数となる。補題 2.4.1(2)のように Aは Gが isometricに作用する。
さらに B も一様 Banach K代数となる。
例えば Q(A) の有限次 Galois 拡大を B = A[U ]/(U2 − TU + $) となるように取れる。このとき
B = B[1/$] = A[

√
T 2 − 4$]となる。多項式 U2 − TU +$ は Q(A)で既約になるが、Q̂(A)で分解

し、同じく Â[1/T ]で分解する。根は

u :=
$

T
+

∞∑
n=1

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2n$n+1

(n+ 1)!T 2n+1
(2.80)

と T − uを持つ。すると B は U と T − U をそれぞれ 1に移すような Aから誘導される二つの乗法的
ノルムを持つ。つまり前者は T − U 進位相、後者は U 進位相を与える。代数 B′ := B[1/$]に後者の
ノルム (これは G-不変でもなく完備でもない)を入れると U/$ = 1/(T − U) ∈ B′ を持つが、これは
ノルムが 1だが A上 integral ではない。(B′)◦ の位相は $ 進位であるが、B 上は $ 進位相ではなく
U 進位相を持つ (より弱い)。

(2) K が完全体かつ標数 2であるとする。A := K◦ ̂[[T 1/2∞ ]] ⊗K◦ K とし、B を quadratic extensionであ
る A[U ](U2 − TU − 1)における 2-root closureとする。A上 integralであることから、(A+AU)/T

に含まれる。計算すると

U1/2 = T 1/2(U − 1), . . . , U1/2i = T−1/2−1/4···−1/2i(U − αi), αi ∈ A (2.81)

となり、B/A = ∪i≥1T
−1/2−1/4···−1/2iUA = U/TT 1/2∞A であり、これは A 上有限にならない。B

についても同じく有限にならない。一方で A 線型な A → B のレトラクションに対して、U1/2i の
像は 1 + ai ∈ A で ai = T 12i(1 + ai+1) を満たすものに移される。ここで a0 = T 1/2(1 + a1) =

T 1/2 + · · ·+ T 1/2i−1

(1 + ai)を i→∞とすると、?これは Aでは収束しない。よってそのようなレト
ラクションは存在しない。とくにこれは finite étaleにならない例になっている。

(3) 同様に、B が A 上有限であって、A → B が split するとすると、B◦ は必ずしも A◦ 上有限では
ない。さらに A◦ 線型な A◦ → B◦ は必ずも split しない。A を前述の K として取る (標数 2 の完
体)。B を $ ∈ K◦◦ \ {0} を取って、quadratic extensio である K[U ]/(U2 − $U − 1) とする。する
と B◦ は B において K◦ の integral closure になり、K◦[U ] の 2-root closure とる。しかし K◦ 加群
B◦/K◦ = $1/2∞K◦U/$ は有限ではなく、K◦ 線型なレトラクション K◦ → B◦ は存在しない。これは
A → B が finite projective であっても A◦ → B◦ が finite projective にならない例になっている。同
じような例は他にもある ([BGR] 6.4.1)。

*46 任意の α, β ∈ A はある整数 n,m と a, b ∈ A \ $A によって α = a$n と β = b$m と書ける。Γ = Z に注意すると、
$−Nαβ ∈ Aなら、ab$−N+n+m ∈ Aより、ab ∈ $N−n−mAとなる。$A = $V [[T ]]がA/$A = V/$V [T ]でAの素イ
デアルなることに注意すると、ab /∈ $AであるからN −n−m ≤ 0ゆえ、N ≤ n+mとなるので、定義から A|ab| = A|a|A|b|
なるので、乗法的ノルムになる。
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2.4.3

補題 2.4.2. Aを一様 Banach K代数とする。ノルムを忘れることで、忠実充満関手
{
finite étale一様 Banach A代数} −→ {

finite étale A代数} (2.82)

が得られる。

証明. 忠実性は明らか。充満性について finite étale A 代数 B の商 B′ は直和因子であること (Spec(B′) は
Spec(B)) において開かつ閉である) を考えると、完備スペクトラルノルムの一意性から、同型射であって
isometricの場合に帰着できる。
もしくは [He] Lem.1.17 より、finite étale A代数の射は連続になっていることから分かる。

2.4.4 Remarque

上記は圏同値になる ([KL] prop. 2.8.16 (b))。B は加群として finite projectiveな A代数であり、これは
標準的な完備ノルムの同値類を持つ。技巧的な点はこれらが一様であることを示す点である。ただしこの事実
はこの後使わない。

2.5 Monomorphismes (et recadrage)

2.5.1

K-uBanの mono射は K代数の射であって連続かつ単射なものである。実際、単射 ϕ : A → B は明らかに
mono射になる。逆を考えると、Aは零でないとしてよく、そのとき K⊕Kerϕ ⊂ Aは Aの Banach部分代
数になる。すると、K⊕Kerϕ→ Aとなる射を Kerϕをそのまま Aに移すものと、0 ∈ Aに移すものが取れ
る。この二つの射について mono射の性質を用いれば良い。
このことは系 2.3.2ので与えられる K-uBanと圏同値な K◦ 代数の圏の部分圏 (これを簡単のため C とおい
ておく)が自由対象 (free object)を持つこと、すなわち、S 7→ K◦〈Ts〉s∈S が忘却関手 C → (Sets)の左随伴に
なることから次のように従う。まず K〈Ts〉s∈S は K[Ts]s∈S に (2.5)と同様にして定義した Gaussノルムによ
る完備化である。すなわち多重添字を用いて

K〈Ts〉s∈S =

 ∑
ν∈⊕s∈SZ≥0

aνT
ν ∈ K[[Ts]]s∈S

∣∣∣∣∣∣ aν ∈ K, lim
|ν|→∞

aν = 0

 (2.83)

となり、(K〈Ts〉s∈S)◦ = K◦〈Ts〉s∈S である。まず系 2.3.2 の圏同値から一様 Banach K 代数 A に対して
HomK-uBan(K〈Ts〉s∈S ,A) ∼= HomK◦-Alg(K◦〈Ts〉s∈S ,A◦)という同型がある。すると次の写像

HomK◦-Alg(K◦〈Ts〉s∈S ,A◦) −→ Hom(Sets)(S,A◦) (2.84)

ϕ 7−→ (s 7→ ϕ(Ts)) (2.85)

Hom(Sets)(S,A◦) −→ HomK◦-Alg(K◦〈Ts〉s∈S ,A◦) (2.86)

ψ 7−→ (Ts 7→ ψ(s)) (2.87)
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が定義できてこれらは互いに逆写像になる。ゆえに C は S 7→ K◦〈Ts〉s∈S を忘却関手の左随伴に持つ。
するとK-uBanのmono射ϕ : A → Bに対して随伴性からHom(Sets)(S,A◦) ∼= HomK-uBan(K〈Ts〉s∈S ,A)→

HomK-uBan(K〈Ts〉s∈S ,B) ∼= Hom(Sets)(S,B◦) は単射になる。まずは ϕ◦ : A◦ → B◦ が単射になること
を示す。a, b ∈ A◦ で ϕ(a) = ϕ(b) となったとする。一点集合 S = {∗} からそれぞれ a, b ∈ A◦ に移す
二つの写像 S → A◦ が取れる。このときこの二つの写像は Hom(Sets)(S,B◦) へ移すと等しくなるため、
Hom(Sets)(S,A◦) → Hom(Sets)(S,B◦) の単射性から二つの S → A◦ は等しいので a = b となる。よって
ϕ◦ : A◦ → B◦ が単射になり、A = A◦[1/$]と B = B◦[1/$]であるので局所化の完全性から ϕ : A → B は単
射になるから K-uBanの mono射は単射である。*47

2.5.2

|K|が R+ で稠密であるとする。section 2.3.6で考えた形の recadrageによって一様 Banach代数の mono

射を生じさせることが出来る (2.61)。このことについて詳しく考えるために、基本的な場合として、cadreと
して取った (K◦,K◦◦)から、cadre

(B := K◦〈T 1/p∞〉 := ̂K◦[T 1/p∞ ],m := T 1/p∞B◦◦ = (T )1/p
∞
K◦◦B) (2.88)

への変換を考える。ここで (K〈T 1/p∞〉)◦ = K◦〈T 1/p∞〉 であり、m は flat であり m = m̃ となる。また、
K◦◦ = ∪m≥0$

1/pmK◦ であることに注意すると

T 1/p∞K◦◦K◦〈T 1/p∞〉 =
⋃
m≥0

T 1/pm$1/pmB =
⋃
m≥0

($T )1/p
m

B (2.89)

となっている。
もし Bが一様 Banach K代数であれば、射 (K〈T 1/p∞〉)◦ → Bを与えることはある g ∈ B◦ であって整合的
な p冪乗根の列 (g1/p

m

)を持つものを与えることに等しい (g1/p
m が T 1/pm の像になる)。

補題 2.5.1. Bを一様 Banach K〈T 1/p∞〉代数として、T ∈ K〈T 1/p∞〉の像を g ∈ Bとする (とくに g ∈ B◦

となるが、g は B で非零因子とは限らない)。

(1) 標準的な射 ((B◦)a)∗ → B◦[1/g]が取れて、これは単射であり、像は $ 進完備かつ、

g−1/p∞B◦ :=
⋂
m≥1

g−1/pmB◦ ⊂ B◦[1/g] (2.90)

と等しい。ここで g1/p
nB◦ = {x ∈ B◦[1/g] | g1/pnx ∈ B◦}である。

(2) 射 B◦ → ((B◦)a)∗ が単射であることと、g が B で非零因子であることは同値。
(3) 射 ((B◦)a)∗/$ → ((B◦)a/$)∗ は単射 ($ は K◦◦ \ {0}の任意の元)。

(almost elementを取る (−)∗ は cadreとして (B,m)という (2.88)で定義したものを取っている)

証明. (1) B が一様なので命題 2.3.1の (6)から B◦ = HomK◦(K◦◦,B◦)となっている。HomK◦(K◦◦, B◦) ∼=
HomB(B

◦◦,B◦)という全単射を示す (これらはそれぞれ加群の射からなる集合であることに注意する)。

*47 section 3.5.1も同様に示すことが出来る。
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まず HomK◦(K◦◦,B◦) の元と HomB(B
◦◦,B◦) の元は $ 進位相に関して連続になっていることを示す。

ϕ ∈ HomK◦(K◦◦,B◦) について $nK◦◦ ⊂ ϕ−1($nB◦) であり、ψ ∈ HomB(B
◦◦,B◦) について $nB◦◦ ⊂

ψ−1(ϕnB◦)から分かる。
次に全単射を与える写像を構成する。B◦◦ = K◦◦B = K◦◦〈T 1/p∞〉であるから

F : HomK◦(K◦◦,B◦) −→ HomB(B
◦◦,B◦) (2.91)

ϕ 7−→ F (ϕ) :=

 ∑
ν∈Z≥0[1/p]

aνT
ν 7→

∑
ν∈Z≥0[1/p]

ϕ(aν)g
ν

 (2.92)

が定義できる。実際、まず ∑
aνT

ν ∈ B◦◦ から limν→∞|aν | = 0 ∈ K である。B の一様性からスペクト
ラルであると仮定してよいので g ∈ B◦ より |g| ≤ 1 となる。すると ϕ の連続性から、ある定数 C > 0 で
|ϕ(aν)| ≤ C|aν | となる。ゆえに limν→∞|ϕ(aν)gν | ≤ limν→∞ C|aν ||g|ν = 0 より確かに∑ϕ(aν)g

ν は B◦
で存在するから F : HomK◦(K◦◦,B◦)→ HomB(B

◦◦,B◦)が定義できる。
一方、逆向きの写像を

G : HomB(B
◦◦,B◦) −→ HomK◦(K◦◦,B◦) (2.93)

ψ 7−→ G(ψ) := ψ|K◦◦ (2.94)

として定義でき、上で示した ψ ∈ HomB(B
◦◦,B◦) の連続性と B 加群の射であることから∑

aνT
ν ∈ B◦◦

に対して ψ(
∑
aνT

ν) =
∑
ψ(aνT3) =

∑
T ν · ψ(aν) =

∑
ψ(aν)g

ν となるので G : HomB(B
◦◦,B◦) →

HomK◦(K◦◦,B◦) は F の逆写像になる。したがって全単射

B◦ ∼= HomK◦(K◦◦,B◦) ∼= HomB(B
◦◦,B◦) (2.95)

が得られた。
m = T 1/p∞B◦◦ = ∪n≥1T

1/pnB◦◦ = lim−→n
T 1/pnB◦◦ であり、T が B◦◦ で非零因子だから、垂直方向が同型

射な可換図式

B◦◦ B◦◦ B◦◦ · · ·

TB◦◦ T 1/pB◦◦ T 1/p2B◦◦ · · ·

·T

·T 1−1/p ·T 1/p−1/p2

·T 1/p ·T 1/p2

を考えると、T 1/pm を掛ける写像で m ∼= lim−→T 1/pm−1/pm+1 B◦◦ となる。
ゆえに、(2.95)と T 1/pm ∈ B が g1/p

m ∈ B に対応していて、B◦ ∼=−→ HomB(B
◦◦,B◦)は b ∈ B◦ を B◦◦ の

元に bを掛ける写像に移しているから、

HomB(B
◦◦,B◦) HomB(B

◦◦,B◦) ·b ·T 1/pm−1/pm+1

b

B◦ B◦ b ·g1/pm−1/pm+1

b

·T 1/pm−1/pm+1

∼=

·g1/p
m−1/pm+1

∼=

より HomB(B
◦◦,B◦)上の T 1/pm−1/pm+1 を掛ける写像は B◦ 上では g1/p

m−1/pm+1 を掛ける写像に一致する。
以上のことに注意すると (とくに四つ目の等号に注意して)
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((B◦)a)∗ = HomB(m,B◦) = HomB

(
lim−→

T 1/pm−1/pm+1

B◦◦,B◦
)

(2.96)

= lim←−
T 1/pm−1/pm+1

HomB(B
◦◦,B◦) = lim←−

g1/pm−1/pm+1

B◦ (2.97)

となる。
とくに B が一様であることから B◦ は被約であるので、(2.97) から ((B◦)a)∗ は被約になる。ゆえに

((B◦)a)∗ 上で g ∈ B◦ を掛ける写像は単射になる。実際、b = (bm) ∈ ((B◦)a)∗ = lim←−g1/pm−1/pm+1 B◦ につい
て、gb = g(bm) = (gbm) = 0 とすると、0 = gbp

m

= (g1/p
m

b)p
m ∈ ((B◦)a)∗ から被約性より g1/p

m

b = 0

となる。ゆえに任意の正整数 mで g1/p
m

bm = 0であるため、limit の定義から bm = g1/p
m−1/pm+1

bm+1 =

g(p−1)/pm+1

bm+1 = 0 より b = 0となるから ((B◦)a)∗ 上で g を掛ける写像は単射になる。
したがって、((B◦)a)∗ は任意の正整数 nに関して T 1/pn -torsion freeである。*48ここで次の環準同型

((B◦)a)∗ = lim←−
g1/pm−1/pm+1

B◦ −→ B◦[1/g] (2.98)

(bm) 7−→ b0/g (2.99)

が取れる。
もし b0/g = 0 ∈ B◦[1/g] となったとすると、ある正整数 n で gnb0 = 0 ∈ B◦ ⊂ B となる。(bm) ∈

lim←−g1/pm−1/pm+1 B◦ から正整数 m について 0 = gnbm = gng1−1/pmbm に g1/p
m を掛けて gn+1bm = 0 ∈

B◦ ⊂ B となる。とくに gn+1b0 = 0 でもあるから gn+1(bm) = 0 ∈ ((B◦)a)∗ となるが、上で示したとおり
((B◦)a)∗ 上で g は非零因子だから (bm) = 0となるため (2.99)の ((B◦)a)∗ → B◦[1/g]は単射になる。
この像が g−1/p∞B◦ ⊂ B◦[1/g]となることを示す。
まず b = (bm) ∈ lim←−g1/pm−1/pm+1 B◦ であるから g1−1/pmbm = b0 ∈ B◦ ⊂ B より g1/p

m · (b0/g) = bm ∈
B◦ ⊂ B◦[1/g]なので b0/g ∈ g−1/p∞B◦ となる。よって像は g−1/p∞B◦ に含まれる。
逆に β ∈ g−1/p∞B◦ ⊂ B◦[1/g] に対して g1/p

m

β ∈ B◦ ⊂ B◦[1/g] を取る。このとき各 m に対して正整数
Nm を gNm+1/pmβ ∈ B◦ ⊂ B となるように取れる。さらに g ∈ B◦ から Nm+1 ≥ Nm として単調増加になる
ように取り直すことができる。ゆえに、

g1/p
m−1/pm+1

· gNm+1+1/pm+1

β = gNm+1+1/pmβ = gNm+1−Nm · gNm+1/pmβ ∈ B◦ (2.100)

である。もし g が非零因子であれば Nm = 0 と取れるから bm := g1/p
m

β ∈ B◦ ⊂ B によって (bm) ∈
lim←−g1/pm−1/pm+1 B◦ が得られて、b0/g = (gβ)/g = β より全射にもなるから ((B◦)a)∗ → B◦[1/g] の像は
g−1/p∞B◦ になる。
もしくは、次のような可換図式 (以降の証明でも g が非零因子であることを使わなければならない)

B◦ B◦ B◦ · · ·

g−1B◦ g−1/pB◦ g−1/p2B◦ · · ·

·g1−1/p ·g1/p−1/p2

·g ·g1/p ·g1/p
2

を考えて次のように証明することができる。まず上記の図式の B◦ は B◦ ⊂ B ではなく、B◦ → B◦[1/g]の像

*48 m = T 1/p∞B◦◦ より、((B◦)a)∗ が m-torsion freeであるためには B◦ が B-tosion freeである必要がある。
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のこととする。このとき、もし g が B◦ ⊂ B で零因子であったとしても、垂直方向の射が同型になる。よって

lim←−
g1/pm−1/gm+1

B◦(⊂ B◦[1/g]) ∼= lim←−
incl

g−1/pmB◦ =
⋂
m≥1

g−1/pmB◦ = g−1/p∞B◦ ⊂ B◦[1/g] (2.101)

となる。?ゆえに lim←−g1/pm−1/gm+1 B◦(⊂ B◦[1/g]) ∼= lim←−g1/pm−1/gm+1 B◦(⊂ B) を示せばよい。さらに次の
図式

B ⊃ B◦ B◦ B◦ · · ·

B◦[1/g] ⊃ B◦ B◦ B◦ · · ·

·g1−1/p ·g1/p−1/p2

·g1−1/p ·g1/p−1/p2

を考えると、垂直方向の射は全射になっている。((B◦)a)∗ → B◦[1/g]の像は g−1/p∞B◦ となる。
また B◦ は $ 進完備なので補題 2.3.4から ((B◦)a)∗ は $ 進完備である。
(2) B◦ → ((B◦)a)∗ ⊂ B◦[1/g]を考えれば良い。
(3) B◦ は B が K代数であって、$ ∈ K◦◦ \ {0}から $-torsion freeであるから、系列

0→ lim←−
g1/pm−1/pm+1

B◦ ·ϖ−−→ lim←−
g1/pm−1/pm+1

B◦ → lim←−
g1/pm−1/pm+1

(B◦/$) (2.102)

の１つ目の射は単射である。さらに (bm) ∈ lim←−g1/pm−1/gm+1 B◦ が (bm) = (0) ∈ lim←−g1/pm−1/gm+1 (B◦/$)の
とき、ある b′m ∈ B◦ で bm = $b′m となる。すると

$g1/p
m−1/pm+1

b′m+1 = bm = $b′m ∈ B◦ (2.103)

であるので B◦ が $-torsion free ゆえ g1/p
m−1/pm+1

b′m+1 = b′m ∈ B◦ だから (b′m) ∈ lim←−g1/pm−1/gm+1 B◦

であるので (bm) = $(b′m) となる。したがって (2.102) が完全列になる。(1) で示した同型 ((B◦)a)∗ ∼=
lim←−g1/pm−1/gm+1 B◦ は B についての性質のみを用いていたので B◦/$ においても同様に成り立つことから、
求める単射性がわかる。

(g−1/p∞B◦)[1/$] ⊂ B◦[1/g][1/$] = B[1/g]と、それを含む g−1/p∞B ⊂ B[1/g]を比較して b ∈ g−1/p∞B
に対して次を定義する。

|b|g−1/p∞B := sup
m≥1
|g1/p

m

b|B ∈ R ∪ {+∞} . (2.104)

ここで |−|B は一様 Banach K代数である B のノルムのことである。
+∞の値を取るということ以外は |−|g−1/p∞B はノルムの性質を満たす。
b ∈ g−1/p∞B であって |b|g−1/p∞B < ∞を満たすもの全体の集合を誘導し、これは一様 Banach K 代数を
なす (もし B がスペクトラルであればこれもスペクトラルになる)。実際、その集合は K部分代数になり、そ
のような集合の中の元を中心とする半径が有限な開球はまたその集合の中に含まれるため、g1/p∞B において
その集合は開集合になっているから、部分代数であることと合わせて閉集合にもなっている。ゆえに Banach

部分 K代数になる。一様性は B◦ が有界であることと、次に示す (g−1/p∞B)◦ = g−1/p∞B◦ から分かる。
上記のように誘導された (スペクトラル)ノルム代数は (Bâ)∗̂ ではない (例えば section 2.3.6参照)。
g−1/p∞Bの部分環 (g−1/p∞B)◦ は、冪乗からなる集合が |−|g−1/p∞B に関して有界であるような元からなる
ものであり、

(g−1/p∞B)
◦
= g−1/p∞B◦ (2.105)
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を満たす。実際、b ∈ (g−1/p∞B)◦ ⇔ supl≥1|bl|g−1/p∞B <∞⇔ supl,m≥1|(g1/p
m

b)l|B <∞⇔ b ∈ g−1/p∞B◦

から一致する。

補題 2.5.2. g ∈ B◦ が B で可逆であるとする (すなわち B = B[1/g])。このとき B◦ = g−1/p∞B◦ となる。

証明. B の一様性から最初から B がスペクトラルであるとして良い。B◦ = B≤1 ゆえ、g ∈ B◦ より命
題 2.3.1(5)から g1/p

m ∈ B◦ であることから、1 ≤ |g−1/pm | = |g|−1/pm となる。section 2.5.2の仮定から |K|
が R+ で稠密なので、ある λ′m ∈ Kであって

1 ≤ |g−1/pm | ≤ |λ′m| ≤ |g−1/pm |+ 1

m
(2.106)

となるものが取れる。すると 1 ≤ |λ′m|と K◦ = K≤1 から λm := (λ′m)−1 ∈ K◦ が取れて、とくに Kの元なの
でノルムを分割できて (2.106)から |λmg−1/pm | = |(λ′m)−1g−1/pm | = |λ′m|−1|g−1/pm | ≤ 1から λmg

−1/pm ∈
B≤1 = B◦ となる。さらに m → ∞で |g−1/pm | = |g|−1/pm → 1に注意すれば (2.106)より |λ′m| → 1ゆえ、
|λm| → 1 となる。すなわち、点列 λm ∈ K◦ であって、ノルムが 1 に収束していき、λmg−1/pm ∈ B◦ とな
るものが存在する。すると任意の b ∈ g−1/p∞B◦ に対して、bm := λmb = (λmg

−1/pm)(g1/p
m

b) ∈ B◦ から、
|bm| ≤ 1である。b = λ′mbm となり、λm のノルムが 1に収束していることと合わせてm→∞で

|b| ≤ |bm||λ′m| ≤ |λ′m| → 1 (2.107)

となるので b ∈ B≤1 = B◦ となる。

2.5.3 Remarque

(1) 一様 Banach K代数 B上で g を掛ける写像が isometricになったとすると、次の四つが成り立つ (証明
は下に記載)。
(a) B◦[1/g] ∩ B = B◦ となる。
(b) g1/p

mB◦ は B◦ で閉集合になる。
(c) B◦ ↪→ g−1/p∞B◦ は isometricになる。
(d) |−|g−1/p∞B は g−1/p∞B を一様 Banach 代数にするノルムになる。すなわち g−1/p∞B 上で
|−|g−1/p∞B は有限の値しかとらない。

さらにこのとき

g−1/p∞B = (g−1/p∞B)
◦
[1/g] = (g−1/p∞B◦)[1/g] = ((B◦)a)∗[1/g] = B∗ (2.108)

となる。ただし最後の almost element は cadre として (K◦[T 1/p∞ ], (T )1/p
∞K◦◦K◦[T 1/p∞ ]) を取っ

ている。一方、もし g を掛ける写像が isometric でなかったとすると、g が非零因子であったとして
も、包含 B◦ ↪→ g−1/p∞B◦ が必ずしも isometric にはならないだけでなく、(g−1/p∞B◦)[1/$] は下記
の section 2.5.4の例の通り g−1/p∞B と異なる可能性がある。

(2) 包含 B◦ ⊂ g−1/p∞B◦ は一般に真の包含であり、g を掛ける写像が isometricであったとしても真の包
含である。?実際、K + T

1/p∞

1 K〈T 1/p∞

1 , T
1/p∞

2 〉の K〈T 1/p∞

1 , T
1/p∞

2 〉の中での完備化を取り、g = T1

として取れば良い。
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証明. (a) まず、B◦ ⊂ B◦[1/g] ∩ B は明らか。
β = b/gn ∈ B◦[1/g] ∩ B を取る。とくに n を十分大きく取ると b = gnβ ∈ B となる。ここで β ∈ B か
つ b ∈ B◦ である。すると g を掛けても B 上のノルムは変わらず、とくに B がスペクトラルであるとすると
b ∈ B◦ = B≤1 であるから、1 ≥ |b| = |gnβ| = |β|となる。ゆえに β ∈ B◦ となるので B◦ = B◦[1/g] ∩ B で
ある。
(b) B をスペクトラルとしておく。まず任意の b ∈ B について g を掛ける写像が isometric であるか
ら |g1/pmb|pm = |gbpm | = |bpm | = |b|pm ゆえ |g1/pmb| = |b| となる。とくに g1/p

m を掛ける写像は B 上
isometricになっている。
すると g1/p

mB◦ の Cauchy 列 (g1/p
m

bk)
∞
k=1 について、|g1/p

m

bk − g1/p
m

bl| = |bk − bl| となる。ゆえに
(bk)

∞
k=1 も B◦ における Cauchy列になる。B をスペクトラルとしているから B◦ = B≤1 であるため、とくに

閉集合であるから Bの完備性と合わせて、ある β ∈ B◦ に (bk)
∞
k=1 は収束する。ゆえに |g1/p

m

bk − g1/p
m

β| =
|bk − β|と合わせて、(g1/p

m

bk)
∞
k=1 は g1/p

m

β に収束するから、g1/pmB◦ は B◦ で閉集合になる。
(c) ここで B◦は |−|B をノルムとして持ち、g−1/p∞B◦は (2.104)で定義したノルムを持つ。ゆえに b ∈ B◦

に対して (b)の証明で用いた通り B◦ 上で g1/p
m を掛ける写像も isometricであるから、

|b|g−1/p∞B◦ = sup
m≥1
|g1/p

m

b|B = sup
m≥1
|b|B = |b|B (2.109)

ゆえ、包含写像 B◦ ↪→ g−1/p∞B◦ は isometricになる。
(d) g−1/p∞B◦上で |−|g−1/p∞B は有限であることを示す。B◦上 g1/p

m−1/pm+1

= g(p−1)/pm+1 を掛ける写
像は isometricであるから b ∈ g−1/p∞Bについて、|g1/pm+1b|B = |g1/pm−1/pm+1

g1/p
m+1

b|B = |g1/pmb|B <∞
となる。したがって、|b|g−1/p∞B = supm≥1|g1/p

m

b|B について、sup は常に一定の値を取るので |b|g−1/p∞B

は有限の値を取る。

2.5.4 Exemple prophylactique

K が標数 p の完全体であるとする。完全 K◦ 代数 K◦〈T 1/p∞

1 , ($mT
1/pm

1 T2)
1/p∞〉m∈Z+ は、ある一様

Banach K〈T 1/p∞

1 〉代数 B の B◦ になる。とくに T2 /∈ B = (T
−1/p∞

1 B◦)[1/$] 6= T
−1/p∞

1 B 3 T2 となること
が次のように示される。
まず任意の正整数 nで T

1/pm

1 T2 = ($mT
1/pm

1 T2)/$
m ∈ B◦[1/$] = B ゆえ、T2 ∈ T−1/p∞

1 B である。こ
ちらの場合は各mについてそれぞれ 1/$m が取れていることに注意する。
もし T2 ∈ (T

−1/p∞

1 B◦)[1/$] であったとすると、ある正整数 n で $nT2 ∈ T−1/p∞

1 B◦ となる。ゆえに任
意の正整数 m で $nT

1/pm

1 T2 ∈ B◦ = K◦〈T 1/p∞

1 , ($kT
1/pk

1 T2)
1/p∞〉k∈Z+ となる。T 1/pm

1 T2 の次数を考え
ると、ある K◦ の元 a によって $nT

1/pm

1 T2 = a$mT
1/pm

1 T2 となる。係数を比較すると $n = a$m ∈ B◦

である。しかし、この n は固定されていて、m は n によらず任意に動いているため、n より大きい m を
取ることによって K◦ 3 a = $n−m /∈ K◦ となり矛盾する。したがって T2 /∈ (T

−1/p∞

1 B◦)[1/$] から、
(T

−1/p∞

1 B◦)[1/$] 6= T
−1/p∞

1 B となる。

2.5.5

gが非零因子であるとする。B◦[1/g]と B[1/g] = B◦[1/$g] *49のそれぞれにおける B◦の complete integral

closureの定義を思い出す (section 2.3.1)と (2.26)から

*49 $ ∈ K◦◦ から section 2.3.2の議論と同様にして B = B◦[1/$]となっていることに注意する。
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(B◦)∗B◦[1/g] :=
{
b ∈ B◦[1/g]

∣∣ ∃m ∈ Z+, ∀n ∈ Z+, gmbn ∈ B◦} (2.110)

(B◦)∗B[1/g] :=
{
b ∈ B[1/g] = B◦[1/$g]

∣∣ ∃m ∈ Z+, ∀n ∈ Z+, ($g)mbn ∈ B◦} (2.111)

となる。また、もし G が B◦ の K◦ 上の自己同型であって g を固定するものからなる群とするとき、G は
B[1/g] = B◦[1/$g]上へと延長できて、

((B◦)∗B[1/g])
G = ((B◦)G)∗B[1/g] (2.112)

となる。実際、(B◦)G ⊂ B◦ から ⊃の包含は分かる。逆を示す。b ∈ ((B◦)∗B[1/g])
G を取ると、(2.111)より、

ある正整数 m で任意の正整数 n に対して ($g)mbn ∈ B◦ となる。任意の σ ∈ G は K◦ と g を固定してい
て、σ(b) = b でもあるから、σ(($g)mbn) = ($g)mbn となる。したがって ($g)mbn ∈ (B◦)G であるため、
b ∈ ((B◦)G)∗B[1/g] となるから ⊂の包含も示された。

補題 2.5.3. B を一様 Banach K〈T 1/p∞〉 代数 (もしくは一様ノルム代数) であり、T の像を g ∈ B◦ とす
る。このとき以下は同値。

(1) g−1/p∞B◦ = (g−1/p∞B◦)†B[1/g] となる (g−1/p∞B◦ は B◦[1/g]で p-root closedになる)。
(2) g−1/p∞B◦ = (g−1/p∞B◦)†B[1/g] となる (g−1/p∞B◦ は B[1/g]で p-root closedになる)。
(3) g−1/p∞B◦ = (B◦)∗B◦[1/g] となる。
(4) g−1/p∞B◦ = (B◦)∗B[1/g] となる。
(5) g−1/p∞B◦ は B◦[1/g]で completely integrally closedになる。
(6) g−1/p∞B◦ は B[1/g]で completely integrally closedになる。

証明. まず (2.110)と (2.111)から

g−1/p∞B◦ ⊂ (B◦)∗B◦[1/g] ⊂ (B◦)∗B[1/g] ⊂ (g−1/p∞B◦)∗B[1/g] (2.113)

g−1/p∞B◦ ⊂ (B◦)∗B◦[1/g] ⊂ (g−1/p∞B◦)∗B◦[1/g] ⊂ (g−1/p∞B◦)∗B[1/g] (2.114)

から、(6)に注意してまず次の図式の通り従う。

(4) (6) (5)

(3) (1)

よって (3) =⇒ (6)と (1) =⇒ (2)と (2) =⇒ (6)を示せば良い。
(3) =⇒ (1) まず一般に

g−1/p∞B◦ ⊂ (g−1/p∞B◦)†B◦[1/g] (2.115)

であって、(3)の仮定から g−1/p∞B◦ = (B◦)∗B◦[1/g] となっているため、(1)を示すためには

(g−1/p∞B◦)†B◦[1/g] ⊂ (B◦)∗B◦[1/g] (2.116)

を示せば良いことがわかる。つまり b ∈ B◦[1/g]が bp ∈ g−1/p∞B◦ ならば b ∈ (B◦)∗B◦[1/g] を示せばよい。
まず仮定より bp ∈ g−1/p∞B◦ = (B◦)∗B◦[1/g] から、(2.110) より、ある正整数 m が存在して任意の正整数

n で gm(bp)n = gmbpn ∈ B◦ となる。ゆえに b の指数が p の (0 より大きい) 倍数のとき gm を掛けると B◦

43



に含まれる。ここで、任意の正整数 n′ に対して p による剰余 n′ = pk + r を取る。すなわち k, r ∈ Z≥0 で
0 ≤ r ≤ p− 1となる。ここで、br ∈ B◦[1/g]から、十分大きい正整数 lによって glbr ∈ B◦ となる。すると b

の指数が pの倍数である部分に注意すると

gm
′
bn

′
= gm+lbpk+r = (gmbpk)(glbr) ∈ B◦ (2.117)

となる。したがって (2.110)から b ∈ (B◦)∗B◦[1/g] となるため、示された。
(1) =⇒ (2) B の一様性から、最初からスペクトラルであるとして良い。b ∈ B[1/g]が bp ∈ g−1/p∞B◦ と
なったとする。(1)を示すために b ∈ g−1/p∞B◦ を示す。
b ∈ B[1/g]から、あるm ∈ Z≥0 で gmb ∈ Bとなる。すると bp ∈ g−1/p∞B◦ からとくに (gmb)p = gpmbp ∈
B◦なので命題 2.3.1(5)から gmb ∈ B◦となる。ゆえに b ∈ B◦[1/g]であるので、(1)の仮定から b ∈ g−1/p∞B◦

であるので示された。
(2) =⇒ (6) b ∈ (g−1/p∞B◦)∗B[1/g] を取る。(2.111)のようにして、ある正整数mが存在して、任意の正整
数 nで ($g)mbp

n ∈ g−1/p∞B◦ となる。$m/png
m/pnb ∈ B[1/g]であって、スペクトラルであるとしている

ことから B◦ = B≤1 より $ について $m/pn を取ると確かに ($m/png
m/pnb)p

n ∈ g−1/p∞B◦ となる。(2)の
仮定から $m/png

m/pnb ∈ g−1/p∞B◦ となる。(2.105)の議論から一様性に注意すると命題 2.3.1(6)から

g−1/p∞B◦ = (g−1/p∞B)
◦
= ((g−1/p∞B)

◦
)∗ (2.118)

= (g−1/p∞B◦)∗ =
⋂

Γ3s>0

$−s(g
−1/p∞B◦) ⊂ (g−1/p∞B◦)[1/$] ⊂ B[1/g] (2.119)

となる。よって b ∈ ∩Γ3s>0$−s(g
−1/p∞B◦)を示せばよいから、任意の 0 < s ∈ Γについて$sb ∈ g−1/p∞B◦

であることを示す。つまり、任意の 0 < s ∈ Γと任意の正整数 n′ で$sg
1/pn

′

b ∈ B◦ を示せば良い。任意の正
整数 nで $sg

m/pnb ∈ g−1/p∞B◦ となっていることから任意の正整数 k に対して $m/png
m/pn+1/pkb =∈ B◦

となる。すると m は n と k によらず一定の正整数であるから n と k を任意に動かすことで、与えられた
s ∈ Γ>0 と n′ に対し

s− m

pn
> 0 (2.120)

1

pn′ −
(
m

pn
+

1

pk

)
> 0 (2.121)

となるように取ることができる。すると $s−m/pn ∈ K◦ ⊂ B◦ かつ g1/p
n′

−(m/pn+1/pk) ∈ B◦ から

$sg
1/pn

′

b =
(
$s−m/png

1/pn
′
−(m/pn+1/pk)

)(
$m/png

m/pn+1/pkb
)
∈ B◦ (2.122)

となる。したがって b ∈ b ∈ ∩Γ3s>0$−s(g
−1/p∞B◦)が示された。

2.5.6 Remarque

以上の最後の (2) =⇒ (6)の議論から、環 Rであって適合的な p冪乗根 t1/p
m を持つ Rの非零因子 tにつ

いて、もともと (t−1/p∞R)†R[1/t] ⊂ R∗
R[1/t] となっていることに注意すると R∗

R[1/t] = (t−1/p∞R)†R[1/t] を示
せる。
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2.6 Epimorphismes (et localisation)

2.6.1

まず K-uBanにおいて、像が稠密であるような射は epi射になる。とくに単なるノルム K 代数の圏におい
ても像が稠密な射は epi射になる。

証明. f : A → B をノルム K 代数の射であって f(A)が B で稠密であるとする。ϕ : B → C と ψ : B → C と
いうノルム K 代数の間の二つの射が ϕ ◦ f = ψ ◦ f となっているとする。任意の b ∈ B は f(A)の稠密性か
ら、ある an ∈ Aによって b = limn→∞ f(an)と書ける。ϕと ψ の連続性から ϕ(b) = limn→∞ ϕ(f(an)) =

limn→∞ ψ(f(an)) = ψ(b) となるから ϕ = ψ となるので f : A → B は epi射になる。

epi射 ϕが extrémalであるとは、ϕ = µ ◦ λという分解であって µがmono射であるとき、µが同型射にな
ることが成り立つことである。
K-uBanにおいて任意の射 ϕ : A → B は連続性によって標準的な分解 A ψ−→ (A/Ker(ϕ))u

χ−→ B を

A B

A/Ker(ϕ)

(A/Ker(ϕ))
u

φ

ψ

χ

と構成することができる。ただし A/Ker(ϕ) は A のノルム |−|A から誘導される剰余半ノルム |−|A/Ker(φ)

を持ち、Ker(ϕ) = ϕ−1({0}) が A で閉集合であることから、|−|A/Ker(φ) はノルムであって A/Ker(ϕ) は
Banach K代数になっている。さらに (A/Ker(ϕ))u は定義から |−|A/Ker(φ) から得られるスペクトラル半ノ
ルム |−|sp による完備化である。
このとき ψ は extrémalな epi射になる。

証明. まず ψ(A) は (A/Ker(ϕ))u において A/Ker(ϕ) と一致しているから、一様化は完備化であるから
ψ(A)は (A/Ker(ϕ))u で稠密である。したがって最初に示したとおり ψ は epi射になる。
ψ が extrémal であることを示す。ψ の任意の分解 ψ = µ ◦ λ であって µ が mono 射であるとする。

section 2.5.1 から µ は単射になっている。とくに λ : A → C と µ : C → (A/Ker(ϕ))u として C を経由し
ているとする。もし µ が全射であれば連続全射 µ : C → (A/Ker(ϕ))u に対して Banach の開写像定理か
ら µ は開写像になるため、単射性と合わせて µ は K-uBan における同型射になる。ゆえに µ が全射である
ことを示せば良い。ここで任意の a ∈ (A/Ker(ϕ))u は、A/Ker(ϕ) のスペクトラル半ノルム |−|sp による
Cauchy 列 (an)

∞
n=0 によって a = limn→∞ an となる (ただし an ∈ A として一つ代表元を固定しておく)。

すなわち ψ : A → (A/Ker(ϕ))u の構成に注意すると a = limn→∞ ψ(an) = limn→∞ µ(λ(an)) となってい
る。*50C は一様 Banach K 代数なのでスペクトラルとしてよく、そのノルムを |−|C とする。C における点
列 (λ(an))

∞
n=0 が |−|C で Cauchy列になっていることを示す。任意の ε > 0に対し、(an)

∞
n=0 は A/Ker(ϕ)

のスペクトラル半ノルム |−|sp に関する Cauchy 列であるため、ある正整数 N が存在して n,m ≥ N で

*50 limn→∞ an が Aで存在するとは限らないため、a = ψ(limn→∞ an)とできるわけではないことに注意する。
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|an − am|sp = |an − am|sp < εとなる。Fuketeの補題から

|an − am|sp = inf
k≥1

(∣∣∣(an − am)
k
∣∣∣
A/Ker(φ)

)1/k

= inf
k≥1

(∣∣∣(an − am)k
∣∣∣
A/Ker(φ)

)1/k

< ε (2.123)

である。ゆえに、ある正整数 k によって(∣∣∣(an − am)k
∣∣∣
A/Ker(φ)

)1/k

< ε (2.124)

となる。ゆえに剰余半ノルムの定義から、ある x ∈ Ker(ϕ)が存在して(∣∣(an − am)k + x
∣∣
A

)1/k
< ε (2.125)

となる。ここで、µの単射性から α ∈ Aについて 0 = ϕ(α) = µ(λ(α)) ⇐⇒ λ(α) = 0であるので Ker(ϕ) =

Ker(µ) から、上で取った x ∈ Ker(ϕ) は x ∈ Ker(µ) となっている。すると、|−|C がスペクトラルで、
λ : A → C の連続性から、ある定数 C > 0が取れて

|λ(an)− λ(am)|C =
(∣∣λ ((an − am)k

)∣∣
C

)1/k
=
(∣∣λ(an − am)k + x

∣∣
C

)1/k
(2.126)

≤ C1/k ·
(∣∣(an − am)k + x

∣∣
A

)1/k
< ε (2.127)

となるから、C の点列 (λ(an))
∞
n=0 は Cauchy列になっているので c := limn→∞ λ(an) ∈ C が存在する。ゆえ

に a = limn→∞ ψ(an) = limn→∞ µ(λ(an)) = µ(c) ∈ µ(C)となっているので µ : C → (A/Ker(ϕ))u は全射
になる。上で述べたとおり、この全射性から µが同型射になることがわかる。

しかしながら χがmono射であることは明らかではなく、それゆえ任意の extrémalな epi射が ψ の形をし
ているかも明らかではない。
一方、全射な射 ϕ : A → B は extrémalな epi射になる。

証明. まず全射性から上で示したとおり ϕは epi射であることがわかる。
extrémalであることを示す。ϕの全射性と連続性から Banachの開写像定理を用いて ϕ : A → B は開写像
であることがわかる。すると標準的な全射 π : A → A/Ker(ϕ)と連続全単射 χ′ : A/Ker(ϕ) → B について、
A/Ker(ϕ)の開集合 U に対し χ′(U) = ϕ(π−1(U))から χ′ も開写像になることがわかる。ゆえに Bが一様で
あることに注意すれば K-uBanにおいて A/Ker(ϕ) = (A/Ker(ϕ))u ∼= B である。ゆえに上で定義された χ

が同型射になるということだから、ϕ : A → Bは上記で extrémalであることを示した ψ : A → (A/Ker(ϕ))u

に等しい。したがって ϕ = ψ も extrémalである。

以下では Aを一様 Banach K代数とする。

2.6.2

次に、K 上の解析幾何学で使われる uniform localisationを定義する。f1, . . . , fn, f ∈ Aがイデアルとして
Aを生成するとする。(fUi − fi)i によって A〈U1, . . . , Un〉 *51で fUi − fi によって生成されるイデアルの閉
包 (これもまたイデアルになる)とする。このとき

A
{
f1, . . . , fn

f

}
:= A〈U1, . . . , Un〉/(fUi − fi)i (2.128)

*51 section 2.1.5で定義したもの。
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と定義する。位相は A〈U1, . . . , Un〉 から得られる商半ノルムによって入れる。閉イデアルで割っているから
完備性が保たれていることに注意する。これは Banach A代数 B であって f の像が可逆で fi/f ∈ B◦ となる
ものの中で普遍性を持つ ([BGR] 6.4.1)。*52とくにこの普遍性を確かめることで、A{(f1, . . . , fn)/f}は多項
式環の剰余環

A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi) (2.129)

に A[U1, . . . , Un]上の Gaussノルムから得られる剰余半ノルムによる完備化と一致していることがわかる。
さらに射 A → A{(f1, . . . , fn)/f}は Banach K代数の射として epi射になる。

証明. まず A[1/f ]→ A{(f1, . . . , fn)/f}の像が稠密になることを示す。
f1, . . . , fn, f ∈ AがAをイデアルとして生成することから、ある a1, . . . , an ∈ Aで a1f1 + · · ·+ anfn = 1

ゆえ A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi) の中で 1 = a1fU1 + · · · + anfUn = f(a1U1 + · · · + anUn) だから 1/f ∈
A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi)となっている。すると

A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi) −→ A[1/f ] (2.130)

Ui 7−→ fi/f (2.131)

という環準同型が定義できてこれは全射になる。このことからA → A[U1, . . . , Un]/(fUi−fi)はA → A[1/f ]
の普遍性を満たしているため、この全射は同型 A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi) ∼= A[1/f ]となっている。したがっ
て、A → A{(f1, . . . , fn)/f}は

A → A[1/f ] ∼= A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi)→ A{(f1, . . . , fn)/f} (2.132)

と分解できている。ここで完備化をしていることからA[U1, . . . , Un]/(fUi−fi)→ A{(f1, . . . , fn)/f}の像は
稠密であるためA[1/f ]→ A{(f1, . . . , fn)/f}の像も稠密になる。ゆえにA[1/f ] ∼= A[U1, . . . , Un]/(fUi−fi)
はノルム K 代数だから section 2.6.1 で示したとおり A[1/f ] → A{(f1, . . . , fn)/f} はノルム K 代数の圏に
おいて epi射になる。
このことを用いて A φ−→ A{(f1, . . . , fn)/f} が K-uBan において epi 射であることを示す (ノルム K
代数の圏においても全く同じように示すことができる)。K-uBan で A{(f1, . . . , fn)/f} → B となるよう
な二つの射 s と t が s ◦ ϕ = t ◦ ϕ となったとする。すなわち A → A[1/f ] ∼= A[U1, . . . , Un]/(fUi −
fi) → A{(f1, . . . , fn)/f} ⇒ B が等しい。ここで s と t が A 上で一致していることから f ∈ A より
1/f の移る先も一致しているため A[1/f ] → A{(f1, . . . , fn)/f} ⇒ B は等しい。すると上で示したとお
り A[1/f ] → A{(f1, . . . , fn)/f} がノルム K 代数の圏において epi 射だから s = t となる。したがって
A → A{(f1, . . . , fn)/f}は K-uBanで epi射になることがわかった。

i = 1で fi = 1として取れる基本的な形

A
{
1

f

}
:= A〈U〉/(fU − 1) (2.133)

について考える。これは Banach A代数 B であって f の像が可逆で f−1 ∈ B◦ となるものの中で普遍性を持
つ。もし f ∈ A◦◦ だったら、fU − 1が A〈U〉で可逆なので A{1/f} = 0となる。

*52 [BGR] ではアフィノイドの場合で行っていて、このとき (fUi − fi)i は自然に閉集合になっている。そのかわりに閉包を取った
(fUi − fi)i で考えても同じことが言える。
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補題 2.6.1 ([Mih] Prop.2.3). Aが一様であれば、A〈U〉のイデアル (fU − 1)は閉イデアルである。

Gelfand変換を用いて同様のことを示している議論は、より明確に [KL] 2.8.8 に記載されている。
任意の f ∈ Aに対して λ ∈ K◦ であって g := λf ∈ A◦ となる λを一つ固定する。

A
{
λ

g

}
:= A

{
1

f

}
(2.134)

と定義するとこれは T 7→ g となる Banach K〈T 〉代数となる (そのために g ∈ A◦ が必要)。
また、ιλ/g : A → A{λ/g} を標準的な射とする。A の K〈T 〉 代数としての構造射 K〈T 〉 → A を取る。

J := (λ−1TU−1) ⊂ (K〈T 〉)〈U〉というイデアルについて (2.14)を用いると、JA〈U〉 = (λ−1gU−1) ⊂ A〈U〉
であることと (2.128)の定義、および補題 2.6.1から J が閉イデアルなので

A
{
λ

g

}
= A〈U〉/(λ−1gU − 1) = A〈U〉/JA (2.135)

∼= A⊗̂K〈T 〉 ((K〈T 〉)〈U〉/J) = A⊗̂K〈T 〉

(
(K〈T 〉)〈U〉/(λ−1TU − 1)

)
(2.136)

= A⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

})
(2.137)

となるから、同型
A
{
λ

g

}
∼= A⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

})
(2.138)

が取れる。とくに g ∈ λA◦◦ のとき A{λ/g} = 0となる。
さらにこれらについて以下の性質がわかる。

(a) もし |λ| ≤ |µ| ならば、標準的な射 A{λ/g} → A{µ/g} が取れて、標準的な射 A{µ/g} →
A{λ/g} {µ/g}は同型になる。

(b) もし |g − h| < |λ| ならば、標準的な同型 A{λ/g} ∼= A{λ/h} が取れる (等式 1/h − 1/g =∑
m≥1 λ

−m−1(g − h)m(λ/g)m+1 を考えれば良い)。
(c) 任意の a ∈ Aについて |ιλ/g(a)| = infm≥1|(g/λ)ma|A となる。

証明. まず、任意の λ, µ ∈ K◦ について (2.138)より

A
{
λ

g

}{
µ

g

}
∼=
(
A
{
λ

g

})
⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{ µ
T

})
(2.139)

∼=
((
K〈S〉

{
λ

S

})
⊗̂K〈S〉A

)
⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{ µ
T

})
(2.140)

∼=
(
K〈S〉

{
λ

S

})
⊗̂K〈S〉

(
A
{
µ

g

})
= A

{
µ

g

}{
λ

g

}
(2.141)

となっている。(a) 仮定より |λ| ≤ |µ| であるから |λµ−1| ≤ 1 より λµ−1 ∈ K◦ である。このとき、まず
A{λ/g} → A{µ/g}を構成する。最初に多項式環の剰余環の間の射

ϕ : A[U ]/(λ−1gU − 1) −→ A[U ]/(µ−1gU − 1) (2.142)

U 7−→ λµ−1U (2.143)
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が λ−1g(λµ−1U) − 1 = µ−1gU − 1 によって定まる。それぞれに Gauss ノルムを入れると∑n
k=0 akU

k ∈
A[U ]/(λ−1gU − 1)に対して∣∣∣∣∣ϕ

(
n∑
k=0

akU
k

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak(λµ
−1U)k

∣∣∣∣∣ ≤ n
max
k=0
|ak||λµ−1| ≤ n

max
k=0
|ak| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

akU
k

∣∣∣∣∣ (2.144)

であるから ϕは連続になる。したがって完備化を取って延長できるから A{λ/g} → A{µ/g} が得られる。
つぎに A{µ/g} → A{λ/g} {µ/g}が同型になることを示す。まず、最初に示したことから、自然な射

ϕ : A
{
µ

g

}
−→ A

{
µ

g

}{
λ

g

}
= A

{
λ

g

}{
µ

g

}
(2.145)

が定義できる。ここで A{µ/g} {λ/g} = ((A{µ/g})〈T 〉)/(λ−1gT − 1)には (A{µ/g})〈T 〉上の Gaussノル
ムから得られる剰余ノルムを持っているため ϕは連続になっている。さらに

T =
λ

g
= ϕ

(
λ

µ
· µ
g

)
∈ A{µ/g} {λ/g} = ((A{µ/g})〈T 〉)/(λ−1gT − 1) (2.146)

となっている。ϕ が全射になることを示す。任意の ∑
n≥0 akT

k ∈ ((A{µ/g})〈T 〉)/(λ−1gT − 1) を取る。
このとき、ak ∈ A{µ/g} であって、定義から limk→∞|ak| = 0 である。すると λµ−1 ∈ K◦ であることと、
µ/g ∈ A{µ/g} = A〈U〉/(µ−1gU − 1)はこの上のノルムの定義から |µ/g| ≤ 1より k →∞で∣∣∣∣∣ak

(
λ

µ
· µ
g

)k∣∣∣∣∣ ≤ |ak|
∣∣∣∣λµ
∣∣∣∣k ∣∣∣∣µg

∣∣∣∣k ≤ |ak| → 0 (2.147)

であるから∑n≥0 ak((λµ
−1)(µ/g))k ∈ A{µ/g}が存在している。ϕの連続性と (2.146)から

ϕ

∑
n≥0

ak

(
λ

µ
· µ
g

)k =
∑
n≥0

ak

(
ϕ

(
λ

µ
· µ
g

))k
=
∑
n≥0

akT
k (2.148)

であるので ϕ : A{µ/g} → A{µ/g} {λ/g}は全射になる。連続でもあるので Banachの開写像定理からこれ
は開写像になっている。
ϕ : A{µ/g} → A{µ/g} {λ/g} が単射になることを示す。簡単のため B := A{µ/g} とおくと
A{µ/g} {λ/g} = (B〈T 〉)/(λ−1gT − 1)となっていた。b ∈ B が ϕ(b) = 0 ∈ (B〈T 〉)/(λ−1gT − 1)となった
とすると、ある∑n≥0 anT

n ∈ B〈T 〉によって b = (λ−1gT − 1)(
∑
n≥0 anT

n) ∈ B〈T 〉となる。計算すると

b = −a0 +
∑
n≥1

((−an + λ−1gan−1)T
n) (2.149)

なので、係数を比較すれば a0 = −bかつ n ≥ 1で an = λ−1gan−1 ∈ B となるから an = −b(λ−1g)n である。
λ/g ∈ Bから b = −(λg−1)nan になる。ここで

∑
n≥0 anT

n ∈ B〈T 〉であるから limn→∞|an| = 0であり、さ
らに全射性の証明でも用いたとおり |λ/g| ≤ 1だから、n→∞とすれば

|b| = |(λg−1)nan| ≤ |λg−1|n|an| ≤ |an| → 0 (2.150)

となるので b = 0となるから ϕ : A{µ/g} → A{µ/g} {λ/g}は単射になるので全射連続開写像であることと
合わせてこれは同型射になる。
(b) 後ほど
(c) 後ほど
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2.6.3 Exemples

(1) スペクトラルノルム代数A := K〈T 〉について、K〈T, λ/T 〉 := A{λ/T} = (A{λ/T})u とする。これは
半径 (λ, 1)の”閉環”上で解析的関数からなるスペクトラルノルム代数である。また、(K〈T, λ/T 〉)◦ =

K◦〈T, λ/T 〉はノルムが 1で抑えられる有界な関数からなる部分代数である。この上のノルムは λ = 0

もしくは |λ| = 1 のときのみ乗法的ノルムになる。一般的に A が乗法的 Banach K 代数のとき、
A{1/g} = (A{1/g})u は Aの商体の完備化 Q̂(A)の中の Banach部分代数になることに注意する。

(2) Banach 代数 K〈T, λ/T 〉 と K〈T, λ2/T 2〉 は Banach 代数として同型であるが isometric ではない。こ
れは前者はスペクトラルであるが後者はそうでないことからわかる (後者では |λ/T | = |λ|−1 > 1 と
なる)。
A{λ/g}が一様でない可能性もある ([Mih] section 3)。ただし Aが被約なアフィノイドでスペクトラ
ルノルムを持つときはそのようなことは起きない ([BGR] 7.2.3 prop.4)。いつでも A → (A{λ/g})u

は K-uBan で epi 射になる。これは A[1/g] の像が (A{λ/g})u で稠密であることからわかる。関手
A 7→ (A{λ/T})u は、K〈T 〉-uBanの中の B で T/λが B◦ で可逆になるものからなる充満部分圏から
K-uBanへの包含関手の左随伴になっている。

補題 2.6.2. g ∈ Aが非零因子であるとする。ι : A → A′ を Banach代数の mono射であって、(A代数と
して) A′ が A[1/g]に含まれているとする。このとき誘導される射 A{λ/g} → A′ {λ/g}は Banach代数
としての同型射である。

証明. (O.Gabberによる)。任意の n ∈ Z+ に対して Vn をA′×Aの中の (a′, a := gna′)という元からなる閉
部分空間とする。第一成分の射影を考えると Banach空間 ⊕̂m≥1Vm から A′ への全射が取れる。Wn ⊂ A′ を
⊕m≤nVm の A′ への像とする。このとき A′ = ∪n≥1Wn となる。Baireの定理から十分大きい nでWn = A′

となる。このとき Banachの開写像定理から、ある mで ⊕m≤nVm は A′ への全射開写像になる。ゆえに gn

を掛けることで連続写像 A′ → Aを得る。よって、連続写像 A′ {λ/g} → A{λ/g}が得られる。A{λ/g}上
で g−n を掛ける写像を合成することによって標準的な射 A{λ/g} → A′ {λ/g}の連続な逆写像が取れる。

補題 2.6.3. A が一様であり、g が非零因子であるとする。このとき A◦ → lim←−λ→0
(A{λ/g}) は単射に

なる。

証明. Aのノルム |−|がスペクトラルであるとして良い。任意の a ∈ A◦ \ {0}と任意の λ ∈ K◦ \ {0}につい
て、section 2.6.2(c)から |a|A{λ/g} = infm≥1|(g/λ)ma|A である。a 6= 0より |λ| ≤ |ga|となる λが取れる。
すると infm≥1|(g/λ)ma|A ≥ 1であるから aの (A{λ/g})◦ への像は 0にならない。

2.6.4 Remarque

(1) ιλ/g : A → A{λ/g}が単射であることと、「|ιλ/g(a)| = infm≥1|(g/λ)ma|A = 0 =⇒ a = 0 ∈ A」が成
り立つことは同値。
例えばこれは A 上で g を掛ける写像が isometric であればよい。実際、isometric であったとすると
|(g/λ)ma|A = |λ−ma|A = |λ|−m|a|A となっている。さらに λ ∈ K◦ \ {0}なので |λ| ≤ 1であるから
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n ≥ mなら |λ|−m|a| ≤ |λ|−n|a|となる。したがって infm≥1|(g/λ)ma|A = 0のとき、定数 C を一つ固
定しておくと、十分大きい任意のmで |λ|−m|a|A ≤ C となる。ゆえに |a|A ≤ C|λ|m → 0がm→∞
で成り立つため |a|A = 0だから a = 0となる。
また、(A{λ/g})u → (A{µ/g})u はいつでも単射になる (µ = 1として A[1/g]の稠密性を用いればよ
い)。一方、|λ| < 1のとき (A{λ/g})上で g を掛ける写像は isometricにならない。

(2) K◦[T1, T2, (T2T
i
1)/$

i]i≥1 の完備化は一様 Banach K 代数で T1-torsion freeな Aの単位閉円板 A◦ と
なる。しかし T2 が K◦[T1, T2, (T2T

i
1)/$

i, λ/T1]i≥1 において $-infinite divisible であるので、もし
|λ| > |$|であるとすると ιλ/T1

(T2) = 0となる。これは |$/λ| < 1と (T2T
m
1 )/$m ∈ A◦ から Aがス

ペクトラルであるとすれば |(T2Tm1 )/$m| ≤ 1ゆえ

|ιλ/T1
(T2)| = inf

m≥1

∣∣∣∣(T1λ
)m

T2

∣∣∣∣ = inf
m≥1

∣∣∣∣Tm1λm · ϕm · T2Tm1$m
· 1

Tm1

∣∣∣∣ (2.151)

= inf
m≥1

∣∣∣∣($λ )m ·
(
T2T

m
1

$m

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣($λ )m∣∣∣→ 0 (2.152)

がm→∞によってわかるため |ιλ/T1
(T2)| = 0となるからである。

2.7 Produits (et transformee de Gelfand)

2.7.1

無限個の Banach代数の積は一般には存在しない。もし Aが一様でなかったとすると、A◦ の非有界な点列
(an) が取れて、?このとき K 1 7→an−−−−→ Aという射は Kから Banach代数への射と同値にならない。
一方、一様 Banach K代数の圏は次を積としてもつ (空積は零代数になる)。これを uniform productと言う。

u∏
α

Aα :=

{
(aα) ∈

∏
α

Aα
∣∣∣∣∣ |(aα)| := sup

α
|aα|sp <∞

}
. (2.153)

ここでノルムの定義から (
∏uAα)◦ =

∏
(Aα)◦ となる。

証明. K-uBanにおいて積になっていることを示す。各 Aα への射 ϕα : B → Aα が取れたとする。α成分へ
の射影を pα :

∏
αAα → Aα とおく (値域は通常の K代数としての積)。(通常の) K上の代数としての積の普

遍性から ∏
αAα

B
∏u
αAα

Aα

pα

∃!f

φα

pα

という可換図式を与える唯一つの K 準同型 f : B →
∏
αAα が存在する。ゆえに任意の b ∈ B に対して

f(b) = (ϕα(b)) ∈
∏u
αAα となることを示せば良い。

すなわち |(ϕα(b))| = supα|ϕα(b)|sp < ∞となることを示す。まず Aα と B をスペクトラルとしてよいの
で ϕα : B → Aα はスペクトラル Banach代数の間の連続な射である。今は |K|の稠密性から section 2.2.1の
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最後で示したとおり ‖ϕα‖ ≤ 1を満たす。このことから |ϕα(b)| ≤ |b|ゆえ、

|(ϕα(b))| = sup
α
|ϕα(b)|sp ≤ sup

α
|b| = |b| <∞ (2.154)

となるから f(B) ⊂
∏u
αAα となる。したがって

∏u
αAα がその定義に用いたノルムによって確かに一様

Banach K代数となっていることと合わせて、∏u
αAα は K-uBanでの積になっている。

2.7.2 Exemple prophylactique

スペクトラル Banach K 代数 A が (通常の代数として)”連結” *53なスペクトラル Banach K 代数の
uniform product として A =

∏uAα に分解できるときはいかなるときかを考える。このようなことは起き
ない。B(A)によって Aの冪等元 (もしくは、同じことだが A◦ の冪等元)からなる Bool 代数とする。上記
のような分解 (もしくは、同じことだが A◦ =

∏
(Aα)◦ という分解)を持つことは、B(A)が完備かつ atomic

になることと同値である。ここで完備とは任意の部分集合が上限を持つことであり、atomicとは任意の 0で
ない元が 0でない極小元からなる、ある集合の上限として表されることである。
逆に Bool 代数 B から初めて一様 Banach K 代数 A := (K〈Tb〉b∈B/(TbTb′ − Tb∧b′ , Tb + T¬b′ − 1))u を
定義し、位相的に (位相的有限型と言ったときの位相的と同義) 冪等元 Tb によって生成されている。する
と B(A) ∼= B となる。もし B が例えば無限自由 Bool 代数 (完備でも atmic でもない) とすると、上記の
ことから A は連結成分による uniform product の分解を持たない。[Ber] cor.9.2.7 からさらにこのとき A
の Berkovich スペクトラムM(A) は B の極大スペクトラムを同一視できる (B の極大スペクトラム自身は
Spec(A)の連結成分の profinite spaceと同一視出来る)。また、Aはその空間上の K に値をとる有界連続関
数からなる代数になる。

2.7.3

一様 Banach K代数 Aの Gelfand transformationとは、

ΓA :=

u∏
x∈M(A)

H (x) (2.155)

のことである。積は A の Berkovich スペクトラムの点 (A 上の乗法的有界半ノルム) の上で取り、H (x) は
xの剰余体*54の完備化とする。このとき標準的な mono射 A → ΓAが取れて、これが isometricであること
と、A がスペクトラルであることは同値になっている ([Ber] 1.3.2)。この Berkovich スペクトラムM(ΓA)
は離散空間M(A)の Stone-Cechコンパクト化になり ([Ber] 1.2.3)、写像M(ΓA)→M(A)は標準的な全射
になる。
このような構成はK-uBan上の自己関手 Γを定義する。射の対応は、f : A → Bについて連続な”diagonal”

射H (x) →
∏u
f∗(y)=x

H (y)が誘導され、Γ(f)は x ∈ M(A)上で uniform productを取ることによって得
られる。これは忠実関手 (B → ΓB が mono射であるから)になるが充満ではない。スペクトラル Banach代
数の間の連続な射 A → B が誘導するM(B)→M(A)が全射であれば、isometricになる。

*53 一様 Banach 代数が連結である、すなわち 0 と 1 以外の冪等元を持たない、ことは Berkovich スペクトラムM(A) が連結空間
であることと同値 ([Ber] cor.7.4.2)。

*54 x ∈M(A)の剰余体とは Q(A/ Supp(x))のことである ([Ber] cor.1.3.2)。
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2.8 Limites

2.8.1

一様 Banach K 代数からなる圏は equalizerを持つ。これは代数における通常の equalizerを表現する部分
代数は閉集合になっているためである。また、この圏は積を持つので完備である (すなわち、任意の (small)

limitを持つ)。
一様 Banach K代数からなる射影系 (Aα)であって、添字は (filteredとは限らない)順序集合 ({α} ,≤)で
あるとする。このとき limitとして uniform limitは

ulimAα := {a = (aα) ∈ lim←−A
α | |a| := sup

α
|aα|sp <∞} (2.156)

と定義できる。これは確かに一様 Banach K代数であって更にスペクトラルになる。また、スペクトラル半ノ
ルムであることから (−)◦ は単位円板になっているので

(ulimAα)◦ = lim←− (Aα)◦ (2.157)

となる。とくに系 2.3.2(1)～(4)はこの limitで保たれる。

2.8.2 Exemple

(1) (ri) を正の実数からなる 1へ収束する増加数列とする。このとき、半径 ri の”閉円板”上の変数 T の解
析的関数からなる代数は一様 Banach K代数の射影系を為し、その uniform limitは K◦[[T ]]⊗K◦ Kと
なり、すなわち”単位開円板”上で有界な解析的関数からなる代数になる。

(2) |$| < 1について、半径 (|$|j , 1)の”閉環”上の解析的関数からなる代数 K〈T,$i/T 〉(section 2.6.3)は
一様 Banach K代数の射影系を為し、その limitは K〈T 〉となる。これは非アルキメデス的な場合にお
ける Riemannの拡張定理の単純な場合である。*55

補題 2.8.1. (Aα)を一様 Banach K代数からなる射影系とし、その uniform limitが Aになっているとす
る。このとき標準的な射 A◦/$ → lim←−((A)

α◦
/$) は単射になる。

証明. Aα は$-torsion freeであるから、完全列 0→ lim←− (A)α◦ ϖ−→ lim←− (A)◦ → lim←−((A
α)

◦
/$)が取れるので

わかる。

補題 2.8.2. (Aα)を一様 Banach K〈T 1/p∞〉代数からなる射影系とする。この uniform limit は自然に一
様 Banach K〈T 1/p∞〉代数になる。g1/pm によって Aα における T 1/pm の像とする。*56このとき標準的な
同型

g−1/p∞(lim←− (Aα)◦) ∼= lim←−(g
−1/p∞(Aα)◦) (2.158)

がある。

*55 原点付近では $i の外側だけで定義されているが、その limitを取ることで原点で定義できるようになっている。
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証明. 一様 Banach K〈T 1/p∞〉代数であることは、g1/pm を取れば良い。
cadreとして (K◦[T 1/p∞ ], T 1/p∞K◦◦[T 1/p∞ ])を取って、関手 (−)a と (−)∗ を考えると、これは limitを保
つ。ゆえに (2.157)と補題 2.5.1(1)から、

g−1/p∞ lim←− (Aα)◦ = g−1/p∞(ulimAα)◦ = (((ulimAα)◦)a)∗ (2.159)

= ((lim←− (Aα)◦)a)∗ = lim←−(((A
α)

◦
)a)∗ (2.160)

= lim←−(g
−1/p∞(Aα)◦) (2.161)

となるので良い。もしくは、この形であれば limitの順番が変えられるので

g−1/p∞(lim←−
α

(Aα)◦) = lim←−
m

(g−1/pm(lim←−
α

(Aα)◦)) = lim←−
m

lim←−
α

(g−1/pm(Aα)◦) (2.162)

= lim←−
α

lim←−
m

(g−1/pm(Aα)◦) = lim←−
α

(g−1/p∞(Aα)◦) (2.163)

からもわかる。

とくにこの補題 2.8.2を uniform licalisationからなる射影系 ((A
{
$i/g

}
)u)に適用し、これは 1/g を含む

ことから、補題 2.5.2と合わせてこの射影系の uniform limitを Ãとすると、

(Ã)◦ = g−1/p∞(Ã)◦ (2.164)

となる。

2.9 Colimites

2.9.1

一様 Banach K 代数からなる帰納系 (Bα) であって、添字は filtered な順序集合 ({α} ,≤) であるとする。
このとき (通常の)K 代数としての colimit を取った lim−→Bα に |(bα)| := limα|bα|sp による (スペクトラルな)

半ノルムを入れる (単調性から確かにこの limitは存在し、半ノルムが定義される)。このとき uniform colimit

を ucolimBα と書き、これを lim−→Bα の、この半ノルムによる完備化によって定義する。このノルムによって
ucolimBα は (スペクトラルな)一様 banach代数になる。
以上のことから、この uniform (filtered) colimitは K-uBanにおける filtered colimitを与える。さらに命
題 2.3.1の記号を用いて、(lim−→(Bα

◦))|(bα)| = limα|bα|sp となり、(ucolimBα)◦ = ( ̂lim−→(Bα◦))∗ となる。
もし Bα がスペクトラルであり、Bβ → Bα が isometricであれば、Bβ → ucolimBα も isometricである。
このときは (ucolimBα)◦ = ̂(lim−→(Bα◦))となる。

2.9.2

K-uBanは以上で見たとおり filtered colimit を持ち、さらに push-outとして ⊗̂u を持つ (section 2.2.5)。
とくに始対象 K を持つので coequalizer も存在する。ゆえに K-uBan は余完備である。すなわち、(small)

colimitを持つ。

*56 射影系を為していることからこの g1/p
m は αによらずに互いに移り合うように取れる。
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補題 2.9.1. ucolimは uniform localisation(section 2.6.2の一様化)と可換である。すなわち、λ ∈ K◦\{0}
と一様 Banach K〈T 〉代数とみなした filteredな帰納系 (Bα)に対して、g を T の像として互いに移り合う
ように Bα {λ/g}が定義できて、ucolim(Bα {λ/g})u = ((ucolimBα) {λ/g})u となる。?この一様化を外す
ことも出来る。

証明. ucolimと ⊗̂u は可換であり、uniform localisationを取る関手 ((−) {λ/g})u について (2.138)の表示を
考えると、一様化を取っていることに注意すれば

ucolim

(
Bα
{
λ

g

})u
∼= ucolim

(
Bα⊗̂

u
K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

}))
(2.165)

= (ucolimBα)⊗̂
u

K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

})
∼=
(
(ucolimBα)

{
λ

g

})u
(2.166)

より可換である。もしくは uniform localisationの左随伴関手としての性質からもわかる。一様化を付けてい
ない場合は

ucolim

(
Bα
{
λ

g

})
∼= ucolim

(
Bα⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

}))
∼=

̂
lim−→

(
Bα⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

}))
(2.167)

∼=
̂

lim−→

(
Bα ⊗K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

}))
∼= ̂(lim−→Bα)⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
λ

T

})
(2.168)

∼=
(
(ucolimBα)

{
λ

g

})u
(2.169)

が?成り立つことから分かる。

2.9.3 Exemple

(1) Kが標数 p > 0であるとすると、p-root closureの完備化は ucolimK1/pi となる。
(2) A をスペクトラル Banach K 代数として g ∈ A◦ を取る。A を T 7→ g によって K〈T 〉 代数とする。
K〈T 1/pi+1〉は K〈T 1/pi〉上に 1, T 1/pi+1

, . . . , T (p−1)/pi+1 を直交基底として持つ。このとき

A〈g1/p
i

〉 := A⊗̂uK〈T 〉K〈T 1/pi〉 (2.170)

A〈g1/p
∞
〉 = ucolimiA〈T 1/pi〉 = A⊗̂uK〈T 〉K〈T 1/p∞〉 (2.171)

と定義する。下の (2.171)の等式は ucolimと ⊗̂uが可換であり、K〈T 1/p∞〉 = ucolimiK〈T 1/pi〉となっ
ていること (colimitの普遍性からわかる)から従う。section 2.2.7を C := K〈T 1/pi+1〉、A := K〈T 1/pi〉、
B := A〈g1/pi〉として適用すると、一様化を行っていることから B はスペクトラルであるので

A〈g1/p
i

〉 → A〈g1/p
i

〉⊗̂uK〈T 1/pi 〉K〈T 1/pi+1

〉 ∼= A⊗̂uK〈T 〉K〈T 1/pi+1

〉 = A〈g1/p
i+1

〉 (2.172)

は isometric になる。すると section 2.9.1 の最後の議論から i = 0 と取って A → A〈g1/p∞〉 は
isometricになる。また、(2.17)を A := K、B := A、T := T 1/pi、J := (T − g)として適用すると、

(A〈T 1/pi〉/(T − g))u ∼= A⊗̂uK(K〈T 1/pi〉/(T − T )) = A⊗̂uK〈T 〉K〈T 1/pi〉 = A〈g1/p
i

〉 (2.173)
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となる。すなわち、
A〈g1/p

i

〉 ∼= (A〈T 1/pi〉/(T − g))u (2.174)

という同型がある。
(3) 任意の一様 Banach K 代数 B は被約アフィノイド K 代数 Bα からなる filtered uniform colimit にな
り、通常の代数の colimitからの射 lim−→Bα → B が全単射になるように次のように構成できる。B にお
ける有限部分集合 α ⊂ B◦ に対して、Bα を自由対象 K〈Ts〉s∈α から B への像によって得られる被約ア
フィノイド K代数とする。*57このとき通常の代数の colimitから得られる射 lim−→Bα

◦ → B◦ は明らかに
全射。さらに Bα ⊂ B から Bα◦ → B◦ は単射であることと合わせて lim−→Bα

◦ → B◦ は全単射になる。
これに対して $ の逆元を添加すれば良い。このことから B = ucolimBα にもなっている。

(4) 半径 |$|i の”閉円板”上の解析的関数からなる代数 K〈T/$i〉 は一様 Banach K 代数の帰納系を為す。
通常の代数の colimitをとると、これは原点における解析的関数の germからなる代数になる。この上
の極限半ノルムは |∑ ajT

j | := limi→∞ maxj |aj$ij | = |a0|となる (十分大きい i >> 0で maxj は最
初に aj 6= 0となる j によって実現される)。一方 uniform colimitは K になり、射 K〈T/$i〉 → K は
0の代入によって定義される。

最後の例は次の補題 2.9.2の特別な場合である。このことは他の箇所で用いることはないが、後の??で扱わ
れる、colimitと limitの違いに関係している。すなわち、f = 0の管状近傍と g = 0の管状近傍の補集合の
違いである。(section 2.8.2(2)と section 2.9.3(4)の違いはその上の解析的関数の代数の形と limitか colimit

かの違いである)。

補題 2.9.2. B を一様 Banach K代数として、f ∈ B◦ を取る。このとき標準的な同型射

ucolim

(
B
{
f

$i

})u ∼=−→ (B/fB)u (2.175)

が取れる。

証明. f ∈ B◦の (B
{
f/$i

}
)uへの像のノルムは、f/$i ∈ ((B

{
f/$i

}
)u)

◦であり、これはスペクトラルであっ
たから、|f/$i| ≤ 1ゆえ、|f | ≤ |$|i になる。したがって ucolim(B

{
f/$i

}
)に関する section 2.9.1の定義

より |f | = limi|f |sp = 0から、f = 0となる。よって B/fB → (B
{
f/$i

}
)u から (B/fB)u → (B

{
f/$i

}
)u

が iについて適合的に取れるので、(B/fB)u → ucolim(B
{
f/$i

}
)u が得られる。一方で、$i は Aで可逆で

あることから B〈U〉のイデアルとして ($iU − f) = (U −$−1f)となっていて、補題 2.6.1と同様に [Mih]

prop.2.3 より (U −$−1f)は B〈U〉で閉である。ゆえに

B
{
f/$i

}
/(f) = (B〈U〉/($iU − f))/(f) = B〈U〉/(f,$iU − f) = B〈U〉/(U, f) = B/fB (2.176)

となる。よって B {f/$i
}
→ B

{
f/$i

}
/(f) = B/fB より、一様化を取った後、colimit の普遍性から

ucolim(B
{
f/$i

}
)u → (B/fB)u が取れる。すなわち、二つの可換な三角形

*57 定義からこの被約アフィノイド K 代数は位相的有限表示型 K 代数になっている。しかし K-uBanにおいて (圏論的な)有限表示
性を持たない。すなわち、関手 HomK-uBan(Bα,−)が filtered colimitとの可換性が無い。これは K〈T 〉であっても成り立って
いない。実際、lim−→(Hom(K〈T 〉,Bα)) = lim−→Bα

◦ であるが、Hom(K〈T 〉, ucolimBα) = ( ̂colimBα◦)∗ となっている。
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B

ucolim
(
B
{
f
ϖi

})u
(B/fB)u

が存在する。この下の二つの射が互いに逆射になっていることを示すためには B から出ている二つの射が
共に epi 射なら良い。B → (B/fB)u に関しては構成から明らか (epi 射は必ずしも全射でなくても良い)。
B → B

{
f/$i

}についても section 2.6.2で述べたとおり epi射になっている。colimitは epi射を保つことか
ら B → ucolim(B

{
f/$i

}
)u も epi射になるので示された。

系 2.9.3. Aを一様 Banach K代数とし、g ∈ A◦ と定義する。このとき標準的な同型射

ucolimi

(
A〈T 1/p∞〉

{
T − g
$i

})u ∼=−→ A〈g1/p
∞
〉 (2.177)(

l̂im−→
i

(
A〈T 1/p∞〉

{
T − g
$i

})◦
)

∗

∼=−→
(
A〈g1/p

∞
〉
)◦

(2.178)

が得られる。

証明. (2.174)と (2.175)から、j ≥ 0について

ucolimi

(
A〈T 1/pj 〉

{
T − g
$i

})u
∼=
(
(A〈T 1/pj 〉)/(T − g)

)u ∼= A〈g1/pj 〉 (2.179)

となる。この両辺を j について uniform colimitを取れば一つ目の同型が得られる。そして両辺の (−)◦ を取
れば section 2.9.1の議論から二つ目の同型も得られる。

3 La categorie bicomplete des algebres perfectoides

一様 Banach代数 Aが A◦ を pで剰余を取った上での Frobenius自己準同型が全射であるとする。このよ
うな代数に関する tiltingや finite étaleextensionの保持などを含む一般的な性質について見る。とくに limit

や colimitを持ち、perfectoid algebraの圏を一様 Banach代数の圏へと移す関手が右随伴を持つことを見る。
colimitは uniform colimitで良いが、limitは一般には uniform limitにはならない。
F によって標数 pの可換環上の Frobenius準同型 x 7→ xp を表すこととする。

3.1 Corps perfectoides

3.1.1

Kを非アルキメデス的かつ非離散的な絶対値 (乗法付値)をもつ完備体とし、その剰余体 k が標数 p > 0を
持つとする。[Sch] section 3 の通りに、K が perfectoid fieldであるとは、さらに以下の同値な条件を満たす
ことである。

(i) K◦/p
F−→ K◦/pは全射。

(ii) 任意の $ ∈ K◦◦ \ {0}であって pK◦ ⊂ $K◦ となるものについて K◦/$
F−→ K◦/$ は全射。
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(iii) |$|1/p をノルムとして与える任意の $1/p に対して σ : K◦/$1/p
x 7→xp

−−−−→ K◦/$ は全単射。

K◦ の位相は命題 2.3.1(1)から $ 進位相になる (ここで、ϕ ∈ K◦◦ \ {0}は任意に取ってよく、Kの剰余体
が標数 p > 0だからとくに p ∈ K◦◦ \ {0}を取ることもできる)。この $ に関する値群 Γ *58は p-divisibleで
ある (さらに Rで稠密)。また、k は完全である。もし Kが標数 pの perfectoidであれば完全体になる。

3.1.2 Exemples

K̂∞ を cyclotomic perfectoid fieldといい、以下のように定義する。

(1) K0 を完全体 k のWitt環W (k)の商体とする。とくにこれは pを一意化係数とする完備離散付値環で
ある。この代数閉包を一つ固定し、その中での整合的な 1の原始 p冪乗根 (ζpi)i≥1 を一つ固定する (pi

乗根からなる巡回群を µpi とおくとき Zp ∼= lim←−i µpi となっている)。このとき円分拡大の列

Ki := K0(ζpi) = K0 ⊗Qp
Qp(ζpi) (3.1)

を取る。すると、Ki
◦ = W (k)[ζpi ]であり、一意化係数を ζpi − 1として持つ。また、pによる剰余を

とったとき Frobenius 射によって Ki
◦/p ∼= (Ki+1

◦)p/p となる。K∞ := ∪iKi の完備化を K̂∞ と書
き、これは perfectoid fieldになる。この値群は 1/(p− 1) · Z[1/p]となる。

(2) π を K0 の一意化係数とすると、K0(π
1/pi)

◦
= W (k)[π1/pi ] になり、p による剰余をとったとき

Frobenius 射によって (K0(π
1/pi))

◦
/p ∼= ((K0(π

1/pi+1

))
◦
)p/p という同型がある。K0(π

1/p∞) :=

∪K0(π
1/pi)の完備化も perfectoid fieldになる。

命題 3.1.1 ([GR] prop.6.6.6). Kが非アルキメデス的な非離散的絶対値について完備な体であるとする。
Ks を Kの分離閉包とする。このとき Kが perfectoid fieldであること (K◦/p上で F が全射)と、deeply

ramifiedであること (Ω(Ks)◦/K◦ が K◦◦ で消える ([GR] Def.6.6.1, Prop.6.6.2))は同値。

系 3.1.2. perfectoid fieldの任意の代数拡大体の完備化 Lは perfectoid fieldになる。

3.2 Algebres perfectoides

3.2.1

[Sch] section 3 と同様にして、perfectoid field K 上 ($ を一つ固定しておく) の一様 Banach 代数 A が
perfectoid K代数であるとは、次の同値な条件を満たすことである。*59

(1) A◦/p
F−→ A◦/pは全射。

(2) A◦/p
F−→ A◦/pが (K◦,K◦◦)を cadreとしたときに almost surjective。

(3) A◦/$
F−→ A◦/$ は全射。

*58 |K| = |$|Γ となるもののこと。
*59 $ ∈ K◦◦ が pK◦ ⊂ $K◦ であることと $♭ ∈ K♭◦ ∼= lim−→x 7→xp K◦ が取れていること (section 3.3.1)から $1/p ∈ K◦ を考え
ることで一様 Banachであることと合わせて、この定義は (perfectoid field上において)[Mor] Def.V.1.1.1と同値であることが
わかる。
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(4) A◦/$1/p
x 7→xp

−−−−→ A◦/$ は全単射 (section 2.3.3(1)から単射性はいつでも成り立つ)。
(5) Frobenius射によって K◦ 代数の同型 (もしくは cadre (K◦,K◦◦)に関する almost isomorphism *60)

A◦/$1/p ⊗K◦/ϖ1/p,σ K
◦/$ = A◦/$ ⊗K◦/ϖ,F K◦/$

∼=−→ A◦/$(= F ∗(A◦/$)) (3.2)

α⊗ x 7→ xαp (3.3)

が誘導される。ただし、左辺の K◦/$ 代数としての構造射は

K◦/$ −→ A◦/$ ⊗K◦/ϖ,F K◦/$ (3.4)

x 7−→ x · (1⊗ 1) = 1⊗ xp (3.5)

で取っている。*61以降でもこのような同型が出てくることに注意する (命題 3.4.2など))。この左辺を単
純に F ∗ を取っていると考えてしまうと値域側でも F ∗ を取っているため線形性が無くなってしまう。

perfectoid K 代数の間の射を連続な K 代数の射のこととすることで、perfectoid K 代数の圏 (K-Perf) を
perfectoid K代数からなる K-uBanの充満部分圏とする。とくに始対象 Kと終対象 0を持つ。
Banach K代数を一つ固定し、perfectoid K代数 B と射 ϕ : A → B を perfectoid A代数という。これらか
ら明らかな構成によって圏 A-Perfが得られる。
また、[Sch] Def.5.1 のようにして次が定義できる。

(a) $ 進完備かつ flatな (K◦)a 代数 Aであって、Frobenius射が (almostでの)同型 A/$1/p
F−→ A/$ を

誘導するものを perfectoid (K◦)a 代数という。これを対象として持ち、射は (K◦)a 代数の射を持つ圏
を (K◦)a-Perfと表す。

(b) flat な (K◦)a/$ 代数 A であって、Frobenius 射が (almost での) 同型 A/$1/p
F−→ A/$ を誘導する

ものを perfectoid (K◦)a/$ 代数という。これを対象として持ち、射は (K◦)a/$ 代数の射を持つ圏を
(K◦)a/$-Perfと書く。

3.2.2 Remarque

(1) A を乗法的 perfectoid K 代数とする (とくに整域になる)。この商体の完備化は perfectoid field に
なる。

(2) Kの標数が p > 0であったとする。まず、一様 Banach K代数 Aが perfectoidであることと完全であ
ること (A上で F が全単射)は同値。
さらに、Banach K代数 Aが一様であることと、被約かつ Ap が Aで閉集合であることは同値 ([Gun]

lem.3.5)。*62言い換えれば、A上の Frobenius射が単射かつ像が閉集合になることである。ゆえに、(一
様とは限らない)Banach K代数 Aが perfectoidであることと、完全であることは同値 (一様性は F の
全射性から従うから)。

*60 一様 Banach代数 Aの A◦ は系 2.3.2から K◦ 上 flatであることがわかっているため、この定義は A◦ が下記の (a)で定義され
た perfectoid (K◦)a 代数の条件を満たしていることに等しい

*61 ただし、命題 3.4.2の証明で用いる F ∗ という、cadreからの射を F に取り変化させている記号を用いている。
*62 [Gun] lem.3.5 では被約性を課していないが、a 7→ infi|ai|1/i がノルムであることの証明に必要である。
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命題 3.2.1. K が標数 p > 0であるとする。perfectoid K 代数の圏から一様 Banach K 代数の圏への包含
関手は左随伴を次のようにして持つ。*63

K-uBan −→ K-Perf (3.6)

A 7−→ ucolimiA1/pi = ucolimF A (3.7)

によって与える (これは p-root closureの完備化のことである)。さらにこの関手は右随伴として

K-Perf −→ K-uBan (3.8)

A 7−→ ulimF A (3.9)

を持つ。

さらにこの K の標数が p > 0 のとき系 2.3.2 について、定義域を制限することで、A 7→ A◦ によって、
perfectoid K代数の圏と K◦ 代数 Aであって完全、flat、$ 進完備、A = A∗ となるものからなる圏の間に圏
同値がある。
任意標数のときは [Sch] Lem.5.6 をもとにした次の結果がある。

補題 3.2.2. 関手A 7→ A◦ が、perfectoid K代数の圏から、K◦ 代数 Aであって flat、$進完備、A = A∗、
A/$1/p

x 7→xp

−−−−→ A/$ が全単射になるものからなる圏への圏同値を与える。

証明. 系 2.3.2を踏まえれば、まず perfectoid K 代数 Aについて、A◦ はとくに section 3.2.1の定義と合わ
せて、上記の条件を満たす。逆にその条件を満たす Aについて、まず仮定から A[1/$]を命題 2.3.1のように
定義できる。K が離散的でないことから |K|が R+ で稠密であることに注意すると、まず命題 2.3.1(b)と A

の仮定から (A[1/$])≤1 = A∗ = A であり、命題 2.3.1(5) と A の仮定から A[1/$] はスペクトラルになる。
ゆえにとくに一様 Banach K 代数になるので、(A[1/$])

◦
= (A[1/$])≤1 = A∗ = Aと Aの仮定と合わせて

確かに A[1/$]は perfectoid K代数になる。

3.2.3 Exemples

(1) 基本的な例は K〈T 1/p∞〉 である。これは ∪K〈T 1/pi〉 の完備化であり、K〈T 1/p∞〉 = ucolimK[T 1/pi ]

で、(K〈T 1/p∞〉)◦ = K◦〈T 1/p∞〉となり、これは ∪K◦〈T 1/pi〉の $ 進完備化に等しい。より一般的に、
perfectoid Aに対して、同じように完備化によってA〈T 1/p∞〉を定義できる。組 (A〈T 1/p∞〉, (T 1/p∞))

は、perfectoid A代数 B と g ∈ B◦ に関する整合的な p冪乗根 (g1/p
∞
)の組 (B, (g1/p∞))に関して普

遍的である。
(2) section 3.1.2(1) で定義した K̂∞ に対して、perfectoid K̂∞ 代数 Â∞ を次のように構成する。sec-

tion 3.1.2(1)の記号を用いて

Ai := Ki
◦[T

1/pi

1 , . . . , T 1/pi

n ]⊗(Ki)
◦ Ki (3.10)

*63 F を A上に定義するために標数が p > 0であることが必要。
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と定義すると、これは係数が Ki であって有界な形式的冪級数からなる環であり、ノルムとして係数の
ノルムの上限を取るもの (Gaussノルム)を与えると、Banach Ki 代数になる (さらに乗法的かつ位相
が (Huber ring の意味での)$ 進位相と一致する)。i ∈ Z+ を動かすことで一様 Banach K0 代数から
なる帰納系を為し、それらの間の射 (transition map)は isometricになっている。
section 3.1.2のKi

◦ =W (k)[ζpi ]とノルムの定義から A := A0
◦ =W (k)[[T1, . . . , Tn]]となり、任意の

i ≥ 1で Ai
◦ = Ki

◦[[T
1/pi

1 , . . . , T
1/pi

n ]]となり、これらは次元 n+1の完備 Noether正則局所環になる。
Ai

◦ の p を含むただ一つの素イデアルは ζpi − 1 によって生成されるものである。さらに Frobeniusu

射によって Ai
◦/p ∼= (Ai+1

◦)p/pという同型がある。
A∞ := ∪iAi の完備化 Â∞ := ucolimAi は perfectoid K̂∞ 代数になり、この中の有界な元は

̂
(K̂∞)

◦
[[T

1/p∞,...,T
1/p∞
n

1 ]] に含まれる (
∑
n≥0$1/pnT

n は Â◦
∞ に含まれないので一致はしない)。実

際、次の標準的な同型

(Â∞)
◦ ∼=W (k[[T

1/p∞

1 , . . . , T 1/p∞

n ]])⊗̂W (k)(K̂∞)
◦

(3.11)

が得られる。これは、p進完備かつ p-torsion freeなW (k)加群の間の標準的な射

W (k[[T
1/p∞

1 , . . . , T 1/p∞

n ]])⊗̂W (k)(K̂∞)
◦
→ (Â∞)

◦
(3.12)

であって、pによる剰余で同型になるものがとれることからわかる。

3.3 Basculement

3.3.1

Kの標数が 0であるとする。[Sch] Lem.3.4 の通り、乗法的写像

lim←−
x 7→xp

K◦ −→ lim←−
F

K◦/$ (3.13)

(xi) 7−→ (xi) (3.14)

は同相写像になり、この全単射を通じて、乗法的連続写像

#: lim←−
F

K◦/$ −→ K◦ (3.15)

x = (xi) 7−→ #(x) := lim
i→∞

xp
i

i (3.16)

が得られる。とくに、ある $♭ ∈ lim←−F K
◦/$ であって |#($♭)| = |$| となるものが存在する ([Sch]

Lem.3.4(ii))。とくに (3.14) と合わせて $ の整合的な p 冪乗根 ($1/pn) ⊂ K◦ が存在する (とくに $1/p

として $1/p が取れる)。K♭◦ := lim←−F K
◦/$ とする。すると、

K♭ :=

(
lim←−
F

K◦/$

)
[1/$♭] (3.17)

と、K♭◦ にノルムとして
|x♭| := |#(x♭)| (3.18)

を入れて命題 2.3.1(2)から得られるノルムを入れると、これは標数 pの perfectoid fieldになり、K♭◦ はこの
付値環になる (すなわち K♭◦ = (K♭)◦ となる)。さらに #: K♭◦ → K◦ は同型 K♭◦/$♭ ∼= K◦/$ を誘導する。
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Remarque (in ArXiv ver)

逆に、与えられた標数 pの perfectoid fieldに対して、K♭ がそれになるような標数 0の perfectoid field K
を与える標準的な方法は無い (”Feobenius同型射”を選んだとき、この Kは Fargue-Fontaine curveの次数 1

の点に対応している)。

3.3.2

A を一様 Banach K 代数とする (K は perfectoid field として取っている)。乗法的写像 lim←−x 7→xp
A◦ →

lim←−F A
◦/$ は同相写像になる。このことから乗法的連続写像

#: lim←−
F

A◦/$ −→ A◦ (3.19)

a = (ai) 7−→ #(a) := lim
i→∞

ap
i

i (3.20)

が定義できる。とくにこの #と標準的な全射 A◦ → A◦/$ の合成は第一成分の射影 (ai) 7→ a0 に等しい。さ
らに lim←−F A

◦/$ は自然に $♭ 進完備かつ完全な K♭◦ 代数になる。この上のノルムは

|a♭| := |#(a♭)| (3.21)

に他ならない。このことから、Aの tilt(basculée)と呼ばれる perfectoid Banach K♭ 代数が

A♭ :=

(
lim←−
F

A◦/$

)
[1/$♭] (3.22)

に命題 2.3.1(2) から得られるノルムを入れることで定義される。K のときと同様にして A♭◦ := lim←−F A
◦/$

とすると A♭◦ = (A♭)◦ を満たす ([Mor] Prop.V.1.2.1(ii))。また、#($♭) = $ と A = A◦[1/$] に注意する
と、自然に乗法的写像 #: A♭ → Aが構成できる。一様 Banach代数の間の射の性質から、A◦ → B◦ を誘導
できることより、A 7→ A♭ は関手的である。すなわち、関手

[ : K-uBan −→ K♭-Perf (3.23)

A 7−→ A♭ (3.24)

が得られる。誤解のない範囲において、定義域を制限したものも同様に [ : K-Perf→ K♭-Perfと表す。
一方で A が一様であることから、(スペクトラル (半) ノルムで置き換えて) 命題 2.3.1(f) から、A◦/$ 上
での Frobeniusu 射の n 回合成 Fn の核は $1/pn(A/$◦

) となる。このとき、(3.20) の後に述べたとおり、
#: lim←−F A

◦/$ → A◦ から環準同型 lim←−F A
◦/$ → A◦/$ が誘導され、この核は lim←−F $

1/pn(A◦/$) =

$♭ lim←−F (A
◦/$)になる ($1/pnan は an を決定しないが、F によって移すことでわかる)。このことから次が

従う。

命題 3.3.1. 一様 Banach K 代数 A について A♭ は確かに perfectoid K♭ 代数であり、#: A♭◦ → A◦ に
よって、単射準同型

A♭◦/$♭ ↪→ A◦/$ (3.25)

が得られる。これが同型であることと Aが perfectoidであることは同値。
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証明. A♭ が perfectoid K♭ 代数であることは section 3.2.2(2)と A♭◦ の完全性から従う。Aが perfectoidで
あれば A◦/$

F−→ A◦/$ の全射性からわかる。逆に同型であれば全射性が定義域側の第一成分を見ればわか
る。

3.3.3 Exemple

(1) (K〈T 1/p∞〉)♭ と K♭〈T 1/p∞〉は自然に同型になる (#で T 同士が移り合う)。
(2) perfectoid K̂♭

∞ 代数 A♭∞ が次のように定義される。section 3.1.2と section 3.2.3(2)の記号を用いる。
まず $♭ := ζpi − 1 ∈ Ki

◦ を取る。すると、K̂♭◦
∞(= (K̂∞)♭◦)は k[[$♭]]の p-root closureの $♭ 進完備

化と同一視され、Â♭◦∞(= (Â∞)♭◦)は k[[$♭, T1, . . . , Tn]]の p-root closureの$♭ 進完備化と同一視され
る ($♭ による剰余を取ることで示される)。Â♭∞ と Â∞ それぞれの Ti は #で移り合う。

3.3.4 Remarque

(1) A が perfectoid であるとき、#(A♭◦) ⊂ A◦ が生成する K◦ 加群 (代数) は A◦ で稠密である。実際、
A ⊂ A◦ をその生成された部分 K◦ 加群の閉包とする。包含写像と標準的な全射と命題 3.3.1から得ら
れる可換図式

A := #(A♭◦) A◦ A◦/$

#(A♭◦) A♭◦ A♭◦/$♭

#

#

# ∼=

を考えれば、A → A◦/$ は全射になる。ゆえに二つの $ 進完備な K◦ 加群 Aと A◦ の間の包含写像
A ↪→ A◦ に対して中山の補題 (section 1.3)を用いれば、A = A◦ になる。

(2) 一様 Banach K 代数 A が整域ならば A♭ も整域になる。実際、a♭, b♭ ∈ A♭ が a♭b♭ = 0 となったとす
る。このとき #の乗法性から #(a♭)#(b♭) = #(a♭b♭) = 0 ∈ Aとなるから、Aが整域であることから
#(a♭) = 0 または #(b♭) = 0 となる。(3.21) がノルムになっていることから、これは a♭ = 0 または
b♭ = 0に等しいので A♭ は整域になる。

(3) Aのノルムが乗法的であるとすると、A♭ のノルムも乗法的になる。Aが perfectoidであればこの逆も
成り立つ。?実際、(1)からわかる。もしくは A♭ の一様性からスペクトラル (半)ノルムに取り替えて、
これらがスペクトラルであるとすると、A♭ に関してはそのノルムも乗法性を持つため、A♭◦/A♭◦◦ は
整域になる。Aもスペクトラルであるとしてよく、Aが perfectoidより [Mor] Rem.V.1.2.4 から同型
A♭◦/A♭◦◦ ∼= A◦/A◦◦ がある。section 2.2.1の最後に書いてあることとスペクトラル性から Aは乗法
的である。

(4) Aの冪等元全体と A◦/$ の冪等元全体と A♭ の冪等元全体は互いに全単射で移り合う (e = e2 ∈ A 7→
e ∈ A◦/$ 7→ e♭ := (. . . , e, e) ∈ A♭◦ 7→ #(e♭) = e ∈ Aと移り合う)。

(5) perfectoid K代数の間の射 ϕ : A → Bが isometricであることと、ϕ♭ : A♭ → B♭ が isometricであるこ
とは同値。実際、まず一様性からスペクトラルであるとしてよく、このとき isometric性はϕ◦ : A◦ → B◦

の $ による剰余を取った後の射 ϕ : A◦/$ → B◦/$ の単射性と同値であり (命題 2.3.1(2)(c))、命
題 3.3.1からこれは ϕ♭◦ : A♭◦ → B♭◦ の単射性と同値であり、同様にして ϕ♭ : A♭ → B♭ が isometricで
あることと同値になる。
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3.3.5

以下では cadre として (K◦,K◦◦) を取る。perfectoid の基礎的な定理を記載しておく ([Sch] Theo.5.2,

Rem.5.18, Theo.3.7 および [Bha] Theo.6.2.5, Cor.6.2.6)。

定理 3.3.2. (1) tilting A 7→ A♭ は (($,$♭) ∈ K × K♭ のとり方によらずに)perfectoid K 代数の圏と
perfectoid K♭ 代数の圏の間の圏同値を与える。

(2) K と K♭ それぞれの上の perfectoid について (−)◦ を作用させてからそれぞれ $ と $♭ で剰余を
取ったものとも上の二つの同値な圏は圏同値になる。また、(almostの意味で)flatな (K◦)a/$代数
Aであって、Frobeniusu 射によって同型 (A/$1/p)

[F ] = A/$1/p ⊗K◦/ϖ1/p,σ K◦/$
∼=−→ Aを持つ

もの*64とも圏同値になる。

[Fon] Theo.1.2, Theo.3.2 において J.-M. Fontaineは p進 Hodge理論でよく知られている構成によって直
接この圏同値を示した。それは次のようなものである。まず、K◦ はW (K♭◦)の商になり、一様 Banach K代
数 Aの tilt A♭ に対して、記号 ]◦と ]を

(A♭)♯◦ :=W (A♭◦)⊗W (K♭◦) K◦ (3.26)

(A♭)♯ := (A♭)♯◦[1/$] (3.27)

と定義すると、これは tilt関手 [ : K-Perf→ K♭-Perfの準逆関手

] : K♭-Perf −→ K-Perf (3.28)

B 7−→ (B)♯ := B♯◦[1/$] = (W (B)⊗W (K♭◦) K◦)[1/$] (3.29)

を誘導する。これを untiltという。?ここで (B♯)◦ = B♯◦ になる。さらに (−)◦ を取ったあとにそれぞれ $ と
$♭ で剰余を取る関手の準逆関手として、?それぞれ

A 7−→

(
lim←−
F

A

)♯◦
(3.30)

A 7−→ lim←−
F

A (3.31)

が取れることから従う。
perfectoid Aを一つ固定すると、定理 3.3.2(1)の結果から tilt関手が perfectoid A代数の圏と perfectoid

A♭ 代数の圏の間の圏同値を与える。とくに section 3.2.3(1)で構成した A = K〈T 1/p∞〉を取ることが多い。

3.3.6

そもそも section 3.3.2で定義したように、任意の一様 Banach K代数 Aに対して tiltによって、pefectoid

K♭ 代数 A♭ と section 3.3.1 から # によって単射 A♭◦/$ ↪→ A/$ が関手的に取れた。ここで、次のような
関手

*64 section 3.2.1(b)で定義された、[Sch] Def.5.1 で言うところの perfectoid (K◦)a/$ 代数のこと。
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\ := ] ◦ [ : K-uBan −→ K-Perf (3.32)

A 7−→ A♮ = (A♭)♯ = (A♭)♯◦[1/$] = (W (A♭◦)⊗W (K♭◦) K◦)[1/$] (3.33)

が定義できる。また、A ∈ K-uBanに対して A♮◦ := (A♭)♯◦ と定義しておく。すると

(A♮)◦ = ((A♭)♯)
◦
= (A♭)♯◦ = A♮◦ (3.34)

となっている。

命題 3.3.3. (1) 関手 \ : K-uBan → K-Perfは包含関手 ι : K-Perf → K-uBanの右随伴になる。さらに
A ∈ K-uBanはスペクトラル (半)ノルムに関して余単位射 ι(A♮) = A♮ → Aは isometricになり、
これが同型射であることと Aが perfectoidであることは同値。

(2) 関手 [ : K-uBan→ K♭-Perfは関手 ι ◦ ] : K♭-Perf→ K-uBanの右随伴になる。
圏論の言葉で言えば、(1)は K-Perfが K-uBanの coreflective な (充満)部分圏であるということである

(すなわち、包含関手が右随伴を持つ充満部分圏である)。

証明. (1) ?随伴性を示す。K-Perf上で ]が [の準逆関手になっていること ((3.29))から \ ◦ ι = ] ◦ [ ◦ ι ∼=
idK-Perf となる。A ∈ K-Perfと B ∈ K-uBanについて、

HomK-Perf(A,B♮) ∼= HomK-Perf((ι(A))♮,B♮) = HomK-Perf((A♭)♯, (B♭)♯) (3.35)

∼= HomK♭-Perf(A♭,B♭) = HomK♭-uBan(A♭,B♭) ∼= (3.36)

となる。ここで、一つ目の同型は \ ◦ ι ∼= idK-Perf から、二つ目と四つ目の等号はそれぞれの定義、三つ目の同
型は ] : K♭-Perf→ K-Perfが圏同値であることからわかる。
余単位射 A♮ → Aが isometricであることを示す。まず A ∈ K-uBanなのでスペクトラル (半)ノルムを入
れることで A≤1 = A◦ となる。命題 2.3.1(2)(c)を A♮◦ → A◦ に適用すれば A♮◦/$ → A◦/$ の単射性を示
せれば isometricであることがわかる。ここで、A♮ は perfectoidであることと、命題 3.3.1から、

A♮◦/$ = (A♮)◦/$ ∼= ((A♮)♭)
◦
/$♭ = (A♭♯♭)

◦
/$♭ ∼= (A♭)

◦
/$♭ = A♭◦/$♭ (3.37)

であり、命題 3.3.1の射になっているA♮◦/$ ∼= A♭◦/$♭ → A◦/$ を考えればよいが、この単射性は命題 3.3.1

の単射性からわかる。
同型であれば A♮ ∈ K-Perfであることから Aも perfectoidになる。perfectoidであるときこれは同型にな
ることも分かる ([Fon] Theo.1.2)。
(2) [|K-Perf ◦ ] ∼= idK♭-Perf であることに注意すると、[ ∼= [|K-Perf ◦ ] ◦ [ = [|K-Perf ◦ \である。したがって、
A ∈ K♭-Perfと B ∈ K-uBanについて

HomK♭-Perf(A,B♭) ∼= HomK♭-Perf(A, (B♮)♭|K-Perf) ∼= HomK-Perf(A♯, ((B♮)♭|K-Perf)♯) (3.38)

∼= HomK-Perf(A♯,B♮) ∼= HomK-uBan(ι(A♯),B) (3.39)

となる。ここで、一つ目と三つ目の同型は [|K-Perf ◦ ] ∼= idK♭-Perf から、二つ目の同型は ] : K♭-Perf→ K-Perf
が圏同値であることから、四つ目の同型は (1)の随伴性から従う。
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3.3.7

tiltingの重要な応用として perfectoidの圏におけるテンソル積が挙げられる。

命題 3.3.4. K を perfectoid field とし、A を perfectoid K 代数とする。B と C が perfectoid A 代数
であるとき、perfectoid K 代数の push-out が存在し、これは一様 Banach K 代数の push-out B⊗̂uAC
(section 2.2.5)と等しくなる。標準的な射*65

(B◦⊗̂A◦C◦)∗ −→ (B⊗̂AC)
◦

(3.40)

は同型になる。とくに A,B, C がスペクトラルノルムを持っていたとすると B⊗̂uAC = B⊗̂AC となり、単位
円板は (B◦⊗̂A◦C◦)∗ となる。?とくに perfectoidの完備テンソル積は perfectoidになる。

証明. まず存在性を示す。補題 3.2.2 から圏同値で移した先で考えれば良いので A◦ → B◦ と A◦ → C◦ に
関して push-out を持てば良い。B◦⊗̂A◦C◦ がその push-out になることを示す。そのためにはこの K◦ 代数
が補題 3.2.2 の A の四つの条件をすべて満たすことを示せば良い。完備性は構成から明らかに満たされる。
Frobeniusu射 (B◦⊗̂A◦C◦)/$1/p → (B◦⊗̂A◦C◦)/$の全射性は Bと C が perfectoidであることから従う。単
射性は、まず命題 2.3.1(1)から B◦ ⊗A◦ C◦ が $ 進 ($1/p 進)位相を持つから、

(B◦⊗̂A◦C◦)/$ ∼= (B◦ ⊗A◦ C◦)/$ ∼= B◦ ⊗A◦ (C◦ ⊗A◦ (A◦/$)) ∼= B◦ ⊗A◦ (C◦/$) (3.41)

であり、?単射性が分かる。
?B◦⊗̂A◦C◦ = (B◦⊗̂A◦C◦)∗ を示す。
B◦⊗̂A◦C◦ の K◦ 上の flat 性を示す。すなわち $-torsion free であることを示せば良い。まず K の標数
が p > 0 のとき、?B◦⊗̂A◦C◦ が完全であることから分かる。K の標数が 0 のとき、定理 3.3.2(2) の圏同
値から (K◦)a/$-Perf に移した (B◦)a ⊗(A◦)a/ϖ (C◦)a/$ が (K◦)a/$ 上 flat なら良い。(K◦)a/$-Perf と
((K♭)◦)a/$♭-Perfの間の tiltによる圏同値 (定理 3.3.2(2))と ((K♭)◦)a/$♭-Perfと K♭-Perfの間の圏同値 (定
理 3.3.2(2))から標数 p > 0で考えれば良いことが分かり、すでに示したため、flatであることがわかった。
以上より、B◦⊗̂A◦C◦ が補題 3.2.2の条件を満たすから、?(B◦⊗̂A◦C◦)[1/$] = B⊗̂uAC は A → B と A → C
に関する push-outになる。
A,B, C がスペクトラルであるとすると、上で示したように B◦⊗̂A◦C◦ が K◦ 上 flat であり、すなわち

$-torsion freeであるため、命題 2.3.1(e)から

(B⊗̂AC)≤1 = (B◦⊗̂A◦C◦)∗ (3.42)

となる。ここで K が perfectoidより、$1/pn ∈ K◦◦ が取れていることと、B◦⊗̂A◦C◦ の K◦ 上の flat性から
命題 2.3.1(2)の仮定を満たしているので命題 2.3.1(2)(b)の通り、

(B◦⊗̂A◦C◦)∗ =
⋂
n≥0

$−1/pn(B◦⊗̂A◦C◦) (3.43)

*65 A,B, C の一様性と命題 2.3.1(e) から得られる射 (B◦⊗̂A◦C◦)∗ → ((B◦⊗̂A◦C◦)/($∞-torsion))∗ = (B⊗̂AC)≤1 ↪→
(B⊗̂AC)

◦ のこと。
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となっている。補題 2.5.1(1)の証明の最後の図式は g = $ として取っても成り立つから、

(B◦⊗̂A◦C◦)∗ =
⋂
n≥0

$−1/pn(B◦⊗̂A◦C◦) = lim←−
ϖ1/pm−1/pm+1

(B◦⊗̂A◦C◦) (3.44)

となる。したがって補題 2.5.1(3)の証明を見れば今の場合でも成り立つため、

(B◦⊗̂A◦C◦)∗/$ −→ ((B◦⊗̂A◦C◦)/$)∗ (3.45)

が単射になる。これは $ を $1/p に変えても $1/p ∈ K◦◦ \ {0} なので成り立っている。上で示した
Frobeniusu 射 (B◦⊗̂A◦C◦)/$1/p → (B◦⊗̂A◦C◦)/$ の単射性と (−)∗ = HomK◦(K◦◦,−) の左完全性と、
(3.45)から、可換図式

((B◦⊗̂A◦C◦)/$1/p)∗ ((B◦⊗̂A◦C◦)/$)∗

(B◦⊗̂A◦C◦)∗/$1/p (B◦⊗̂A◦C◦)∗/$

F

F

が取れて、三辺の単射性から下の水平方向の射も単射になる。ゆえに (3.42) と命題 2.3.1(5) の同値性から
B◦⊗̂A◦C◦ はスペクトラルになる。とくに一様であるため B⊗̂uAC = B⊗̂AC となり、(3.42) から単位円板は
(B◦⊗̂A◦C◦)∗ になる。

以上命題 3.3.4 から、perfectoid 代数の圏は finite colimit を持ち、これは section 2.2.5 で定義した一様
Banach代数の圏で計算した push-outに等しい (さらに section 3.9で詳しく扱う)。この操作は定理 3.3.2(1)

の圏同値から tiltを取る操作と可換であることに注意する。
さらにこの命題 3.3.4から関手 −⊗̂KA : K-Perf→ A-Perfは忘却関手 A-Perf→ K-Perfの左随伴になる。

3.4 Extensions étalefinies d’algebres perfectoides

3.4.1

Kを perfectoid fieldとし、section 3.3.5からここまでと同様に cadreとして (K◦,K◦◦)を取る。perfectoid

の二つ目の基礎的な定理を記載しておく ([Sch] Theo.7.9)。これは Faltings の”purity theorem”の一般化に
なっていて、さらにこれを後に??で一般化する。

定理 3.4.1. Kを perfectoid fieldとし、Aが perfectoid K代数であるとする。

(1) 圏同値
{
finite étale (A◦)a代数} ∼=−→

{
finite étale perfectoid A代数} ∼=−→

{
finite étale A代数} (3.46)

がある。ここで、一つ目の関手は 1/$を添加する関手であり、二つ目の関手はノルム (および位相)

を忘れる忘却関手である。
(2) 上記 (1)の圏同値は tilt関手と整合性的である。

とくにA上 finite étaleな Bは perfectoidになる。?ここで Bのスペクトラル半ノルムは唯一つの完備なス
ペクトラルノルムである (section 2.2.4)。さらに finite projective A加群 B としての canonical topologyと
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同じ位相を定めるただ一つの完備かつスペクトラルなノルムでもある。とくにこの canonical topology の性
質から Bから位相 A加群への A加群としての準同型はすべて連続になる ([He] Theo.1.17)。また、Aを固定
する B の K自己準同型は連続であり、そのスペクトラルノルムに関して isometricになる。

3.4.2 Exemple prophylatique

定理 3.4.1(1) の”étale”を外すことはできないことが次の例から分かる。すなわち、perfectoid 代数上
perfectoid ではないものが存在する。まず section 3.2.3(2) の例 Â∞ を n = 1, p = 2 として取る。とくに
section 3.1.2(1) で定義した K̂∞ を取っていて、原始 22 乗根を取ればこれは −1 の二乗根でもあるので、
√
−1 = ζ22 ∈ K2

◦ ⊂ K̂∞ が取れる。とくに K̂∞ は perfectoid fieldであり、その構成から $ := 2 ∈ K̂∞ と
して取れる。
g := T + 4 ∈W (k)[[T

1/2i

1 ]] = Ai
◦ ⊂ Â∞ を取り、(乗法的ノルム)Banach K̂∞ 代数 Â∞[

√
g]を取る。これ

は perfectoidにならない。?実際、(Â∞[
√
g])

◦ の任意の元 a1 + a2
√
g について、トレースとノルムを計算す

ると 2a1, 2a2, a
2
1 − a22g ∈ (Â∞)

◦ となり、とくに最後の条件から a1(0) ∈ K◦ となる。ここで、

f :=

√
−1 + 1

2
(
√
T + 4 + T 1/2) =

√
−1 + 1

2
T 1/2 +

√
−1 + 1

2
g ∈ Â∞[

√
g] (3.47)

を取る。二乗を計算すると、

f2 =
(
√
−1 + 1)2

4
(T + 4− T −

√
T + 4T 1/2) =

√
−1
2

(4−
√
T + 4T 1/2) = 2

√
−1−

√
−1
2

T 1/2
√
T + 4

(3.48)

であり、√−1,√T + 4 = g ∈ (Â∞)
◦とノルムの乗法性より |f |2 = |f2| ≤ max

{
|2
√
−1|, |

√
−1/2||T 1/2||g|

}
≤

1 から f ∈ Â∞[
√
g]

◦ が分かる。ここで f は (Â∞[
√
g])

◦ の 2 による剰余を取った (Â∞[
√
g])

◦
/2(Â∞[

√
g])

◦

において二乗根を持たないことが示される。実際、もし e = a1 + a2
√
g ∈ (Â∞[

√
g])

◦ が e2 − f ∈
2(Â∞[

√
g])

◦
⊂ (Â∞[

√
g])

◦ を満たしたとすると、

e2 − f = (a1 + a2
√
g)2 −

(√
−1 + 1

2
T 1/2 +

√
−1 + 1

2

√
g

)
(3.49)

=

(
a21 + a22g −

√
−1 + 1

2
T 1/2

)
+

(
2a1a2 −

√
−1 + 1

2

)
√
g ∈ (Â∞[

√
g])

◦
(3.50)

よって、最初に述べたことからその √g の係数について 2a1a2 − (
√
−1 + 1)/2 ∈ (Â∞[

√
g])

◦ とな
る。?|a1(0)a2(0)| = 2−3/2 となるが、これは a1(0), 2a2(0) ∈ K◦ に矛盾する。よって f ∈ (Â∞[

√
g])

◦ を取
ることで (Â∞[

√
g])

◦
/2(Â∞[

√
g])

◦ の p = 2 での Frobenius 射が全射で無いことが分かるため、Â∞[
√
g] は

perfectoidにならない。
正標数の場合は section 2.4.2(1)が同様にして反例になる。

3.4.3

定理 3.4.1(1)で考えている関手はすべて忠実充満になっていることに注意する。実際、一つ目の 1/$ を添
加する関手の忠実充満性は連続性と合わせて明らかであり、二つ目の忘却関手については、定理 3.4.1の後に
述べた通り finite projective A加群としての canonical topologyと一致しているため、すべての A代数とし
ての準同型が連続になるから忠実充満関手である。
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したがって定理 3.4.1の証明には本質的全射性のみを示せば良い。まず一つ目の圏同値については次の命題
を用いる。

命題 3.4.2. (1) Aが perfectoid K代数とすると、任意の finite étale (A◦)a 代数 B は 1/$を添加する
ことで perfectoid A代数 B を与え、これは B にスペクトラル (半)ノルムを与えたとき関手的にな
り、(B◦)a ∼= B となる。

(2) 逆に B が finite étale perfectoid A 代数 (もしくは群 G に関して (通常の)Galois な perfectoid A
代数)であるとすると、(B◦)a は finite étale (A◦)a 代数 (もしくは群 Gに関して (almostの)Galois

な (A◦)a 代数)になる。

単純な Galoisに関する議論は Robba環を用いる議論に置き換えることも出来る ([KL])。

証明. (1) section 1.8の定義から、Bは (A◦)a上 finite projectiveであり、A◦が$進完備より、補題 1.7.1か
ら B も $ 進完備である。finite étaleの定義から (A◦)a → B はとくに flatである。さらに A◦ は $-torsion

freeであるから K◦ 上 flatなので B は (K◦)a 上 flatである。また、section 1.8の通り (A◦)a → B は weakly

étale であり、(A◦)a → (A◦)a/$ によって base change した (A◦)a/$ → B/$ は [GR] Lem.3.1.2(i) から
weakly étaleになる。これは Fp 上の cadre (K◦/$,K◦◦/$)に関する almost algebraであるから [GR] 3.5.6

のように K◦/$
F−→ K◦/$ → (A◦)a/$ によって (A◦)a/$ を K◦/$ 代数とみなしたものを F ∗((A◦)a/$)と

表す*66と、[GR] Theo.3.5.13(ii) より次の図式

(A◦)a/$ B/$

F ∗((A◦)a/$) F ∗(B/$)

F F

は cocartesian になる。すなわち、F ∗(B/$) ∼= B/$ ⊗(A◦)a/ϖ,F F ∗((A◦)a/$) = B/$ ⊗(A◦)a/ϖ,F

((A◦)a/$)となる。ここで、Aが perfectoid K代数なので、section 3.2.1(5)から cadre (K◦,K◦◦)に関する
almost isomorphism A◦/$ ⊗K◦/ϖ,F K◦/$

∼=−→ A◦/$ が取れる。以上より、almost isomorphism

B/$1/p ⊗K◦/ϖ1/p,σ K
◦/$ = B/$ ⊗K◦/ϖ,F K◦/$ ∼= B/$ ⊗A◦/ϖ

(
A◦/$ ⊗K◦/ϖ,F K◦/$

)
(3.51)

∼= B/$ ⊗A◦/ϖ,F A◦/$ (3.52)

∼= F ∗(B/$) (3.53)

が得られる (A◦ と K◦ につけるべき (−)a は省略している)。ここで、三つ目の同型は Aに関する F によって
誘導される同型を用いているため、⊗A◦/ϖ,F で取れる。したがって、Frobenius射

B/$1/p ⊗K◦/ϖ1/p,σ K
◦/$ −→ B/$ (3.54)

b⊗ x 7−→ xbp (3.55)

は ((K◦)a-Alg において) 同型になる。以上のことから、finite étale (A◦)a 代数 B は perfectoid (K◦)a 代
数となる (section 3.2.1(a))。ここで、B/$1/p

x 7→xp

−−−−→ B/$ は almost isomorphism になる。B が (K◦)a

上 flat かつ $ 進完備であり、それぞれ [Sch] Lem.5.3(i)(iv) から B∗ が K◦ 上 flat かつ $ 進完備にな

*66 section 3.2.1(5)の記法に注意する。

69



る。さらに B/$1/p
F−→ B/$ が almost isomorphism であることから (B/$1/p)∗

F−→ (B/$)∗ は同型に
なる。ここで [Sch] Lem.5.3(iii) と section 1.2 の最後のところから B∗ → (B/$)∗ が almost surjective

であることを合わせて B∗/$1/p
F−→ B∗/$ が全単射になる。よってこの B∗ に補題 3.2.2 を適用すれば

B := B∗[1/$]は perfectoid K 代数になり、B◦ = (B∗)∗ = B∗ となる。*67すると、B を A◦ 代数とみなせば
B = B∗[1/$] = B[1/$]であり、(B◦)a = (B∗)

a ∼= B である。
(2) Galoisの場合について。 A → Bが通常の環に関する群Gに関するGaloisであることから、A = BG

であるのでとくに A ↪→ B という拡大になっていて、(1.10)のように取った

B ⊗A B −→
∏
γ∈G
B (3.56)

b⊗ b′ 7−→ (γ(b)b′)γ∈G (3.57)

が同型射になる。ここで、両辺を完備化した後 (−)◦ を取ると、命題 3.3.4から、

(B◦⊗̂A◦C◦)∗
∼=−→ (B⊗̂AB)

◦ ∼=−→

∏
γ∈G
B

◦

=
∏
γ∈G
B◦ (3.58)

となり、(−)a の完全性から、
(B◦)a⊗̂(A◦)a(C◦)a ∼=

∏
γ∈G

(B◦)a (3.59)

という同型が取れる。この両辺に対して任意の正整数 m で $m による剰余を取る、すなわち − ⊗(A◦)a

(A◦)a/$m を取ると、左辺と右辺はそれぞれ

((B◦)a⊗̂(A◦)a(B◦)a)/$m ∼= ((B◦)a ⊗(A◦)a (B◦)a)/$m ∼= ((B◦)a ⊗(A◦)a (B◦)a)⊗(A◦)a (A◦)a/$m (3.60)

∼= ((B◦)a ⊗(A◦)a ((A◦)a/$m))⊗(A◦)a/ϖm (((A◦)a/$m)⊗(A◦)a (B◦)a) (3.61)

∼= ((B◦)a/$m)⊗(A◦)a/ϖm ((B◦)a/$m) (3.62)∏
γ∈G

(B◦)a
 /$m ∼=

∏
γ∈G

(B◦)a
⊗(A◦)a ((A◦)a/$m) (3.63)

∼=
∏
γ∈G

(
(B◦)a ⊗(A◦)a ((A◦)a/$m)

) ∼= ∏
γ∈G

(B◦)a/$m (3.64)

となっている。これによって (A◦)a/$m → (B◦)a/$m に対して、

((B◦)a/$m)⊗(A◦)a/ϖm ((B◦)a/$m) −→
∏
γ∈G

(B◦)a/$m (3.65)

b⊗ b′ 7−→ (γ(b)b′)γ∈G (3.66)

は同型になる。また、Gで固定されるところを考えると、BG = Aであり、A◦ ↪→ B◦ が一様 Banach K代数
としての射 (とくに連続)であることから、B◦ ∩ A = A◦ ゆえ、

(B◦)G = BG ∩ B◦ = A ∩ B◦ = A◦ (3.67)

*67 B が perfectoid (K◦)a 代数となることから、[Sch] Lem.5.6を適用しても良い。そもそも補題 3.2.2ではこの [Sch] Lem.5.6 を
参照している。
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と、Gの (B◦)a/$m への作用の仕方から

((B◦)a/$m)G = (((B◦))a)G/$m = ((B◦)G)a/$m (3.68)

より、((B◦)a/$m)G = (A◦)a/$m となる。さらに A◦ ↪→ B◦ の連続性から、A◦ ∩ $mB◦ が A◦ で開集
合より、任意の a ∈ A◦ ∩ $mB◦ に対して、十分大きい N(≥ m) で a ∈ $NA◦ ⊂ A◦ ∩ $mB◦ となる
から、a ∈ 以上より、(A◦)a/$m → (B◦)a/$m は G に関して (単射とは限らないが)Galois になる。する
と、命題 1.9.1(1) の証明に関して、ここで A → B の単射性は用いていないから、同様に証明することで
(A◦)a/$m → (B◦)a/$m は finite étale になる。ここで cadre (K◦,K◦◦)は K◦◦ = $1/p∞K◦ となっている
ことから、section 1.8.2より、(A◦)a → (B◦)a が finite étaleになる。
finite étaleの場合について。 A上の Bが finite projectiveより、まず [SP] Lem.10.78.2 から、その rank

*68は有限かつ連続、有界である。そして [MSE1]から Aを有限直積に分解することで B は constant rank r

とすることが出来る。*69とくに base changeをしているだけなので B の finite étale 性は保たれる。すると、
A ↪→ B が補題 1.9.2の仮定を満たすから、Sr に関する Galois拡大 A ↪→ C であって、B を経由し、B ↪→ C
が Sr−1 に関する Galois拡大になるものが存在する。とくに CSr−1 = B となる。?さらに C は perfectoid A
代数にもなるため (section 3.4.4で示す定理 3.4.1(1)の二つ目の圏同値を用いている)、A ↪→ C と B ↪→ C に
上で示したことを適用すれば、(A◦)a ↪→ (C◦)a は Sr に関する Galois拡大になり、(B◦)a ↪→ (C◦)a は Sr−1

に関する Galois 拡大になる。すると、命題 1.9.1(3) から (A◦)a ↪→ (B◦)a は階数 |Sr/Sr−1| = r の finite

étale射になる。

3.4.4

この命題 3.4.2から定理 3.4.1(1)の二つ目の圏同値を示すことが出来る。すなわち、perfectoid K 代数 A
に対して、命題 (∗)A を

(∗)A :⇔ 任意の finite étale A代数 B は perfectoid A代数になる。 (3.69)

と定義し、これが成り立つことを示せば良い。とくに A上 finite étaleな Bは定義から finite projectiveであ
り、このとき section 3.4.1の最後に書いてあるように B には canonical topologyと同じ位相を定めるただ一
つの完備かつスペクトラルなノルムを入れている。とくに B は一様 Banach A代数である。
ここでは証明の概略を [KL] Theo.3.6.21 に従って述べる。ただしここではもはや almost mathematicsは
出てこないが、命題 3.4.2の使用に際して、以降の記述が循環論法を引き起こしていないことを確認しなけれ
ばならない。
まず Kの標数が p > 0のとき、section 3.2.2(2)から Banach環において perfectoidであることと完全であ
ることは同値であり、?完全環上の finite étale代数は完全であることから、(∗)A が従う。
Kの標数が 0であるとし、次のように証明される。

(a) Kの任意の有限次拡大体 Lに対して系 3.1.2から示される。
(b) Gelfand transformation Γ(A) (section 2.7.3) が perfectoid である。実際、命題 3.7.1 から Γ(A) は

perfectoid field H (x)の uniform productになっている。すると、このことと (a)から、任意の finite

étale A代数 B に対して、B ⊗A ΓAは perfectoidかつスペクトラルであることが分かる。

*68 [MSE2]のように rankは関数として定義されている。
*69 almostでの finite projectiveに関しても [GR] Prop.4.3.27 のように同じことが言える
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(c) 命題 3.7.1から Γ(A♭) ∼= (Γ(A))♭ が分かる (詳しくは命題 3.7.1で示される)。perfectoid field H (x)♭

はA♭の有理局所化A♭αの uniform colimitであり、?H (x)はA♭の有理局所化Aαの uniform colimit

になる (section 3.6.4)。すると、左の垂直方向以外は圏同値からなる可換図式

2− lim←−(A
♭
α-Algfin.et) H (x)♭-Algfin.et

2− lim←−(Aα-Algfin.et) H (x)-Algfin.et

#

が得られる。とくに垂直方向の圏同値は #: H (x)♭ → H (x) によるものであり、水平方向の圏
同値は”Elkik approximation”により与えられている ([Sch] Lem.7.5 と [GR] Prop.5.4.53)。ここで
lim−→Aα

◦ は henselianであり、その完備化は A◦ になることを用いた。*70
(d) M(A) のコンパクト性から、有理局所化 Aα であって B ⊗A Aα が perfectoid になるようなものに
よる有限被覆M(A) が取れる。Aα を A に移し、perfectoid 代数の性質 ([KL] Theo.3.6.21, [Sch]

Theo.7.9)を用いればよい。

定理 3.4.1(2)は定理 3.4.1(1)と、定理 3.3.2(2)と、section 1.8.2の Grothendieckの”remarkable equiva-

lence”を用いることで、

(A◦)a-Algfin.et ∼= (A◦)a/$-Algfin.et ∼= ((A♭)
◦
)a-Algfin.et ∼= ((A♭)

◦
)a-Algfin.et (3.70)

という tiltと適合した圏同値が得られる。

3.4.5 Remarque

(1) [Fon]の通り、perfectoid代数は必ずしも perfectoidではない p進体 K上に定義することが出来る。す
なわち、一様 Banach K代数Aであって、Frobenius射 F がA◦/p上全射であって、$1/p ∈ Aであっ
て $p

1/p ≡ p mod p2A◦ となるものが存在するものと定義できる。この条件から、任意の s ∈ Z[1/p]
に対してノルムが |p|s となるような $s ∈ Aであって $−s = $−1

s となるものが存在することが分か
り、それゆえ、A◦◦ = (A◦◦)2 となる。すると、この定義において定理 3.3.2と命題 3.3.4の類似 (それ
ぞれ [KL] 3.6.5, 3.6.11)*71と、定理 3.4.1の一般化 ([KL] 3.6.21, 5.5.9)に相当するものを示すことが
出来る (almostでの étaleは (A◦,A◦◦)を cadreと取ったとして解釈出来る)。命題 3.4.2の Galois拡
大に関する議論を適用することで [KL]の Robba環の議論を省くことが出来る。*72

(2) 任意の ramified*73かつ混標数 (0, p)の完備正則局所環 (R,m)で剰余体が k であるとき、f ∈ m2 かつ
pで割り切れないものが取れて、RはW (k)[[T≤n]]/(p− f)と同型になる。unramifiedの場合 (例えば
section 3.2.3(2))と同様の議論によって、 ̂

W (k)[[T
1/p∞

≤n ]]/(p− f) は上記 (1)の意味での perfectoidに
なる (この環は [Shi] における R̂p∞ であり、これは [Shi] Prop.4.9 と完備化を考えれば perfectoid に
なっていることがわかる)。
?一方で、mを生成しない正則列から p1/p

∞ 乗根を抜き出して (p進完備化を取ると)必ずしも perfectoid

*70 このために finite étale代数の圏において対象と射が finite presentationであることを利用した。2− lim−→や 2− lim←−の一般論で
はなく応用について述べられている文献は少なく、例えば [?] Appendix A を参照。

*71 [KL]における”一様”はここではスペクトラルのことであることに注意する。
*72 後に Gabbber-Rameroと Bhatt-Morrow-Scholzeによって基礎体を持たない perfectoidの理論が構築された。
*73 局所環 (R,m)が ramifiedであるとは p ∈ m2 となることで、そうでないとき unramifiedという。
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になるとは限らない。例えばこれは R := Z2[[T ]][
√
T 2 + 4]と (2, T )という列を取ると、この例になっ

ている (section 3.4.2)。

3.4.6

次は定理 3.4.1からの最初の帰結である。

系 3.4.3. A を perfectoid K 代数とし、B をその上の finite étale 拡大とする。このとき B◦ は A◦ 上
integralであり、さらに、B◦ は B における A◦ の (completely) integral closureになる。

証明. 定理 3.4.1(2)の証明と同様にして、B の rankは Spec(A)上連続かつ有界であるため、Aを有限直積
に分解することで B が constant rank r であるとしてよい。すると b ∈ B◦ について、

χb(T ) :=

r∑
i=0

(−1)i Tr(∧i B)/A

(
i∧
·b

)
T r−i (3.71)

は bの特性多項式になっている ([Mor] Lem.V.3.2.2の証明)。とくに χb(b) = 0となる。さらに、定理 3.4.1(1)

から (B◦)a が (A◦)a 上 fintie étaleになり、とくに finite projectiveになるから、?

Tr(
∧i B)/A

(∧
·b
)
= Tr∧i(B◦)a/(A◦)a

(∧
·b
)
∈ ((A◦)a)∗ = A◦ (3.72)

となる。ここで最後の等号は Aが perfectoidであり、補題 3.2.2が成り立つことから従う。したがって bは
A◦ 上 integralであるので B◦ は A◦ 上 integralになる。
また、補題 2.4.1(1)から A◦ の B における completely integral closure は B◦ に含まれているため、今示
したことと合わせて A◦ の (completely) integral closureは B◦ に一致する。

3.4.7 Remarque

A が有限個からなる連結成分を持つとき、上記系 3.4.3 を次のようにして示すことも出来る。まず、A と
B を分解することで、すぐに Aと B が連結であると仮定できる。このとき Galois closure C が存在して ([?]

Prop.5.3.9)、そのときの Galois群を Gと書くこととする。C は A上 Galoisであるから、命題 3.4.2(2)のあ
とに (1)を適用すると、C は perfectoid A代数になる。Gは (C が一様 Banachなので section 2.2.4より)ス
ペクトラルノルムに関して isometricに作用するため、補題 2.4.1(2)から C◦ は A◦ 上 integralになり、した
がって B◦ ⊂ C◦ から B◦ は A◦ 上 integralになる。

3.4.8

定理 3.4.1について、(以降で用いることはしないが)部分的な逆も成り立っている ([KL] Prop.3.6.22(a))。*74
すなわち、上が perfectoidな K上の finite étale代数は perfectoidになる。

*74 [KL] Prop.3.6.22(a) では faithfully finite étale というものに関する主張であるが、これは [KL] Def.1.2.1 の最後にある通り
faithfully flat かつ finite étaleということである。今の命題 3.4.4においては部分代数を考えているからA ↪→ Bが finite étale

拡大ゆえ、とくに integral extensionであることから環のスペクトラムの間の全射性がわかるから faithfully finite étaleになっ
ているので良い。
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命題 3.4.4. B が perfectoid K 代数とし、A が B の中の finite étale K 部分代数であるとすると、A は
perfectoidになる。

証明. 命題 3.4.2の証明の finite étaleの場合についてのように、補題 1.9.2を用いて A ↪→ B ↪→ C という C
であって、A ↪→ C が G := Sr に関する Galois 拡大であって、B ↪→ C も Galois 拡大であるものが取れる。
B ↪→ C に対して命題 3.4.2(2) と定理 3.4.1(1) を用いれば C も perfectoid K 代数になる。ゆえに B を C で
取り替えて、A = BG ↪→ B が群 Gに関する Galois拡大である場合に帰着される。そしてこれは後に示す命
題 3.8.1の通り Aが perfectoid K代数であることがわかる。

3.5 Monomorphismes (et recadrage)

3.5.1

K-Perfにおいて、連続かつ単射な K代数の準同型は mono射になる。
逆は K の標数が p > 0であれば正しい。これは包含関手 K-Perf → K-uBanが左随伴を持つ (命題 3.2.1)

からである。もしくは、section 2.5.1 と同様にして*75K-Perf が自由対象を持つこと、すなわち、忘却関手
K-Perf→ (Sets)の左随伴として (section 3.2.2(2)よりわかる perfectoidの完全性から)、S 7→ K〈T 1/p∞

s 〉s∈S
を持つことからも従う。*76
K の標数が 0のとき、以上の正標数のときの議論と定理 3.3.2(1)から、ϕ : A → B が mono射であること
は、その tilt ϕ♭ : A♭ → B♭ が単射になることに等しいことが分かる。次の section 3.5.2の例のように、その
ような ϕは一般には単射であるとは限らない。すなわち、ϕが単射であれば ϕ♭ が単射になるが、その逆は正
しくない。

3.5.2 Exemple prophylactique

K̂∞ を cyclotomic perfectoid field (section 3.1.2)とし、任意の i ≥ 0に対して tiltによって、pefectoidで
あるような拡大 K̂∞[p1/p

i

]を取り、Lをそれらの和集合の ($ 進)完備化、すなわち

L :=
̂⋃

i≥0

K̂∞[p1/pi ] (3.73)

とするとこれはまた perfectoidになる。このとき、K-Perfの射

ϕ : K̂∞〈T 1/p∞〉 −→ L (3.74)

T 1/pi 7−→ p1/p
i

(3.75)

とすると、T と pが共に pに移るから単射ではなく、全射でもない。
tilt を取る。まず section 3.3.3(1) から (K̂∞〈T 1/p∞〉)♭ = K̂♭

∞〈T 1/p∞〉 となり、section 3.2.3(1) から
(K̂∞〈T 1/p∞〉)

◦
= K̂◦

∞〈T 1/p∞〉である。すると、ϕから誘導される

*75 section 2.5.1のときは任意標数であるが K〈T 1/p∞
s 〉s∈S ではなく K〈Ts〉s∈S で取れていたことに注意する。

*76 ϕ : A → BがK-Perfのmono射であるとき、とくに随伴性からHom(Sets)(S,A) = HomK-Perf(C,A)→ HomK-Perf(C,B) =
Hom(Sets)(S,B)は単射である。ここで ϕ(a) = ϕ(b)となったとき、S := {∗}としてそれぞれ aと bに移すような集合間の写像
S → Aが取れる。ここに随伴性とその間の単射性を用いれば a = bとなるので ϕは単射である。
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K̂◦
∞〈T 1/p∞〉/$ = K̂◦

∞/$〈T 1/p∞〉 −→ L◦/$ =
⋃
i

(K̂◦
∞/$)[p1/p

i

] (3.76)

T 1/pi 7−→ ϕ(T 1/pi) = p1/p
i

(3.77)

によって、ϕ の tilt ϕ♭ : K̂♭
∞〈T 1/p∞〉 → L♭ は L♭◦ への p♭ := (. . . , p1/p, p) ∈ L の代入写像になっている。

ここで、L♭ は分離拡大体 (K̂∞[p1/p
i

])♭ の和集合の完備化であり、p♭ はこれらのどれにも含まれていない。
ϕ♭ の核は閉な完全イデアルになる。すると、Banach 整域 B := K̂♭

∞〈T 1/p∞〉/Ker(ϕ♭) はスペクトラルか
つ perfectoid になる (これは [KL] 3.1.6(d) から分かる。ただしこの文献では”一様”をスペクトラルの意味
で用いていることに注意する)。この上のノルムは乗法的にならないため、B は体にはならない。また、包
含 B ↪→ L♭ は isometric になる。ゆえに perfectoid の間の射 K̂♭

∞〈T 1/p∞〉 → B ↪→ L♭ に untilt (3.29) を作
用させると、定理 3.3.2(1) から ϕ : K̂∞〈T 1/p∞〉 → L は K̂∞〈T 1/p∞〉 → B♯ を経由し、これは全射になる
(section 3.6.2)。またそれに続く B♯ ↪→ Lは isometricになっている。?これは ϕは像が稠密であるが全射で
はないことに矛盾する。
自然な包含写像 K̂♭

∞〈T 〉 ↪→ K̂♭
∞〈T 1/p∞〉 は同相写像 D∞ :=M(K̂♭

∞〈T 1/p∞〉) → D := K̂♭
∞〈T 〉 を誘導す

る。D∞ の点 x に関する剰余体 H (x) は x に対応する D の点における剰余体の complete perfection (命
題 3.2.1)になっている。上で定義した Bは体 L♭に含まれるから、そのスペクトラムM(B)は [Ber] Cor.7.4.2

からD∞ の?上記の点に還元されない連結部分空間であり、それゆえ”次元”d(x) ≥ 1となる点 x∞ を含む。D
の点は第 2種、または第 3種に対応している ([Ber] 1.4.4)。すると、ある f ∈ K̂♭

∞〈T 〉と r ∈ (0, 1)が存在し
て、アフィノイド領域Dが |f | ≤ rを満たす |−|によって定義され、これは点 xにおける Shilov edgeの還元
を持つ。Aを誘導された (strictとは限らない)アフィノイド代数であったとすると、A →H (x)は isometric

になる。すると Â1/p∞ → ̂H (x)1/p∞ = H (x∞)も isometricになる。さらに、K̂∞〈T 1/p∞〉 → Â1/p∞ は単
射になり (スカラーの拡大を行うと、これは”Weierstrass” localisationになる)、K̂♭

∞〈T 1/p∞〉 → H (x∞)も
単射になる。これは B を経由するから、その単射性より Ker(ϕ♭) = 0となる。

3.5.3

補題 2.5.1のようにして、一様 Banach K〈T 1/p∞〉代数 B で、T が B の非零因子 g に移ったとすると、単
射 B◦ ↪→ ((B◦)a)∗ = g−1/p∞B◦ が取れる。B が perfectoidであるとする。後の??で示されるが、補題 2.5.3

の同値な条件たちを B は満たす (ゆえに g−1/p∞B◦ は B[1/g]における B◦ の completely integral closure に
なる)。これは必ずしも B に一致しないことが、(B, g) = (K + T

1/p∞

1 K〈T 1/p∞

1 , T
1/p∞

2 〉, g = T1)を考えると
分かる。次の問題は未だに解かれていない。

問題 3.5.1. (g−1/p∞B◦)[1/$]は perfectoidになるか。

?標数 p > 0 のときはこれは完全であることから明らかである。一方で標数 0 のとき、もし g を掛ける写
像が isometric であったとしても、同型射 (g−1/pi+1B◦)/$1/p

x 7→xp

−−−−→ (g−1/piB◦)/$ を用いて直接示そうと
しても lim←−((g

−1/piB◦)/$) → lim←−((g
−1/piB◦)/$1/p) が全射にはならなくなる可能性がある。同様に、同型

B◦ ∼= W (B♭◦)⊗W (K♭◦)(T 1/p∞ ) K◦〈T 1/p∞〉を用いて示そうとしても、g−1/p∞(−)とテンソル積の可換性の問
題 (今の場合は $ による剰余)に阻まれる。
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3.5.4

状況を整理するために、almost perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数という概念を定義する (ここまでと同
様に K は perfectoid field である)。以降では cadre として (K◦〈T 1/p∞〉, T 1/p∞K◦◦K◦〈T 1/p∞〉) を取
り*77(section 2.5.2)、section 2.3.6で定義した一様 Banach Aâ 代数の概念を用いる。

定義 3.5.2. B を一様 Banach K〈T 1/p∞〉 代数とする。B (もしくは Bâ ∈ K〈T 1/p∞〉â-uBan) が almost

perfectoid であるとは、Bâ が perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数と同型になることである。すなわち、ある
perfectoid K〈T 1/p∞〉代数 A*78が存在して K〈T 1/p∞〉â-uBanにおいて Aâ ∼= Bâ となること。

K〈T 1/p∞〉â-Perf によって perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数を対象として持つ K〈T 1/p∞〉â-uBan の充満部分圏を
表し、K〈T 1/p∞〉â-aPerf によって almost perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数を対象として持つ K〈T 1/p∞〉â-uBan の
充満部分圏を表す。

補題 3.5.3. 命題 3.3.3(1)により与えられる、包含関手 K〈T 1/p∞〉-Perf ↪→ K〈T 1/p∞〉-uBanの右随伴 (−)♮

は、包含関手 K〈T 1/p∞〉â-Perf ↪→ K〈T 1/p∞〉â-uBanの右随伴を誘導する。これも同様に \と表すこととす
る。また、包含関手 K〈T 1/p∞〉â-Perf ↪→ K〈T 1/p∞〉â-aPerfは圏同値であり、準逆関手はこの \によって与
えられる。
とくに、単位射については (−)â ◦ (−)!̂! ∼= idK〈T 1/p∞ 〉â-uBan が成り立ち、また、余単位射 (−)!̂! ◦

(−)â → idK〈T 1/p∞ 〉-uBan は各対象の間に almost isomorphismを誘導する。とくに (−)â ◦ i ◦ (−)!̂! ∼= j と
(−)â ◦ \ ∼= ((−)â ◦ \ ◦ (−)!̂!) ◦ (−)

â が成り立っている (命題 3.5.4(3) =⇒ (6)の証明で用いる)。

証明. 次の可換図式

K〈T 1/p∞〉-Perf K〈T 1/p∞〉-uBan

K〈T 1/p∞〉â-Perf K〈T 1/p∞〉â-uBan

(−)â

i

(−)â

j

を考える。iと jはそれぞれ包含関手であり、(−)âは section 2.3.6で定義した関手である。するとK〈T 1/p∞〉â-
uBanから K〈T 1/p∞〉â-Perfへの関手 (これが求める右随伴になる)として (−)â ◦ \ ◦ (−)∗̂ が取れる。これは
(−)â ◦ i ◦ (−)!̂! ∼= j の右随伴になる。
実際、section 2.3.6から (−)∗̂は (−)âの右随伴であり、(−)!̂!は (−)âの左随伴である。さらに命題 3.3.3(1)

から \は包含関手 iの右随伴である。以上をまとめると、iと j が包含関手であるから、それぞれ垂直方向の
射が iと j と可換な四角形を与えるような次のような図式

*77 (K◦,K◦◦)のときと異なり、T 1/p∞ をとることで B◦ 内の整合的な p乗根の列 (g1/p
m
)を考えることが出来るようになった。

*78 perfectoid K代数Aであって、整合的な p冪乗根の列 (g1/p
m
) ⊂ A◦ が取れるようなもののこと。とくに T 1/pm 7→ g1/p

m と
なっている。
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K〈T 1/p∞〉-Perf K〈T 1/p∞〉-uBan

K〈T 1/p∞〉â-Perf K〈T 1/p∞〉â-uBan

i

(−)â

♮

>

(−)â

j

(−)∗̂(−)
!̂! a a (−)∗̂(−)

!̂! a a

が考えられる。よって、まず (−)â ◦ \ ◦ (−)∗̂ : K〈T 1/p∞〉â-uBan → K〈T 1/p∞〉â-Perf が確かに関手になって
いる。
(−)â ◦ i ◦ (−)!̂! ∼= j を示す。K〈T 1/p∞〉â-Perfの対象は、ある A ∈ K〈T 1/p∞〉-Perf によって Aâ と表せる。
すると、上の図式の可換性から

(−)â ◦ i ◦ (−)!̂!(A
â) = (((A)â)!̂!)

â (3.78)

となっている。(−)!̂! a (−)âであるから、単位射A → (Aâ)!̂!が取れる。ここで、今とっている cadreに注意す
れば補題 2.3.5より、これを (−)â で移した先で同型射になることは、この単位射が almost isomorphismにな
ることに等しい。ここで、[GR] Rem.2.2.28 の後に書いてあることから、Aと (Aa)!! は almost isomorphism

になる。そして、section 2.3.5 と section 2.3.6 における (−)!̂! の定義から、?almost isomorphism 性は
崩れないため、A と (Aâ)!̂! は almost isomorphism になる。ゆえに Aâ ∼= ((Aâ)!̂!)

â は同型になるから、
(−)â ◦ (−)!̂! ∼= idK〈T 1/p∞ 〉â-uBan となる。*79とくに (3.78)から、間に iを挟んでもよいので (−)â ◦ i◦ (−)!̂! ∼= j

となる。
次に、上記の随伴性から、任意の A ∈ K〈T 1/p∞〉â-Perfと B ∈ K〈T 1/p∞〉â-uBanに対して、

HomK〈T 1/p∞ 〉â-Perf(A, (((B∗̂))
♮)â) ∼= HomK〈T 1/p∞ 〉-Perf(A!̂!, (B∗̂)

♮) (3.79)

∼= HomK〈T 1/p∞ 〉-uBan(i(A!̂!),B∗̂) (3.80)

∼= HomK〈T 1/p∞ 〉â-uBan((i(A!̂!))
â,B) (3.81)

∼= HomK〈T 1/p∞ 〉â-uBan(j(A),B) (3.82)

となるので随伴性が従う。
(−)â ◦ \ ∼= ((−)â ◦ \ ◦ (−)!̂!) ◦ (−)

â を示す。上で述べたとおり (−)!̂! ◦ (−)
â は almost isomorphismを誘導

し、?\で almost isomorphismが保たれるから、再度補題 2.3.5を用いることで、この関手の同型が分かる。
これを用いて圏同値を示す。混乱を生じさせないため、F := (−)â ◦ i ◦ (−)!̂! : K〈T

1/p∞〉â-aPerf →
K〈T 1/p∞〉â-Perfと書く。まず、K〈T 1/p∞〉â-Perfの対象を上と同様の記号を用いてAâ と表せる。すると、示
した関手の同型から、

F (j(Aâ)) = F (Aâ) = (A♮)â (3.83)

であり、A が perfectoid であることから、命題 3.3.3(1) より、余単位射 A♮ → A は (A に関して関手的に)

同型であるから、(A♮)â → Aâ も同型になるから、F ◦ j ∼= idK〈T 1/p∞ 〉â-Perf となる。逆に、K〈T 1/p∞〉â-aPerf
の対象はある B ∈ K〈T 1/p∞〉-uBan によって Bâ と表せて、ある A ∈ K〈T 1/p∞〉-Perf によって Bâ ∼= Aâ と
なっている。この同型の定義から、cadre (K◦〈T 1/p∞〉, T 1/p∞K◦◦K◦〈T 1/p∞〉)に対する同型 (B◦)a ∼= (A◦)a

が取れる。すると、上記と同様にして命題 3.3.3(1)の余単位射に関して、Aが perfectoidであることから、

*79 逆の合成 (−)
!̂!
◦ (−)â はあくまで K〈T 1/p∞ 〉-uBan上に almost isomorphismを誘導するだけなので、圏同値にはならない。
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((B♮)◦)a (B◦)a

((A♮)◦)a (A◦)a

∼= ∼=
∼=

という可換図式が取れるから、これによって j ◦ F (Bâ) = (B♮)â → Bâ を考えれば j ◦ F ∼= idK〈T 1/p∞ 〉â-aPerf

となるので、圏同値が得られた。

命題 3.5.4. B を一様 Banach K〈T 1/p∞〉代数とする。このとき以下は同値。*80

(1) B は almost perfectoidになる。
(2) B◦/$ 上で F は almost surjectiveになる。
(3) B♮◦ ↪→ B◦ は almost isomorphismになる。
(4) B♮ ↪→ B は almost isomorphismになる。
(5) ある perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数 B′ と Banach K〈T 1/p∞〉 代数の射 B′ → B が存在して、これは

almost isomorphismになる。
(6) (Bâ)!̂! ∈ K〈T

1/p∞〉-uBan は perfectoidになる。

証明. 次のように示していく。
(5) (1) (2)

(4) (6) (3)

(1) =⇒ (2) B が almost perfectoid より、ある perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数 A が存在して Aâ ∼= Bâ とな
る。すなわち (A◦)a ∼= (B◦)a となるから、(−)a の完全性より、

(B◦)a/$ (B◦)a/$

(A◦)a/$ (A◦)a/$

∼=

F

∼=

F

という可換図式が取れて、Aが perfectoidであることから section 3.2.1(3)より下の水平方向の F は almost

surjectiveゆえ、B◦/$ 上で F は almost surjectiveになる。
(3) =⇒ (4) まず (3.34) から B♮ = (B♮)◦[1/$] = B♮◦[1/$] となっている。すると、B♮◦ ↪→ B が almost

isomorphismのとき、局所化の完全性から、1/$を添加した後でも almost isomorphismであるから、B♮ ↪→ B
は almost isomorphismになる。
(4) =⇒ (5) B♮ は (3.33)のから perfectoid K〈T 1/p∞〉代数であるから、B′ := B♮ として取れば良い。
(6) =⇒ (1) perfectoid K〈T 1/p∞〉代数 (Bâ)!̂! について、補題 3.5.3の証明から、Bâ ∼= ((Bâ)!̂!)

â となるの
で、定義 3.5.2より B は almost perfectoidになる。

*80 (3) と (4) の単射性は命題 3.3.3(1) からいつでも成り立つ。また、section 3.5.4 の最初にある通り、ここで出てくるすべて
の”almost”は cadre (K◦〈T 1/p∞ 〉, T 1/p∞K◦◦K◦〈T 1/p∞ 〉)に関するものである。
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(2) =⇒ (3) footnote *80 で述べたとおり、B♮◦ ↪→ B◦ はすでに単射であるから、B♮◦ → B◦ が almost

surjectiveであることを示せば良い。これらをともに cadreとして取っている (K◦〈T 1/p∞〉)a 加群とみなすこ
とで、中山の補題 (section 1.3)から、$で剰余を取った射 B♮◦/$ → B◦/$が almost surjectiveになること
を示せば良い。(3.37) の同型から、B♮◦/$ ∼= B♭◦/$♭ → B◦/$ が almost surjective であることを示せば良
い。*81L := B◦/$ とおくと、B♭◦ = lim←−F Lとなっている。lim←−F L→ Lが almost surjectiveになることを示
せば良い。ここで、(2)の仮定は K◦〈T 1/p∞〉/$ 代数の射

ϕ : L⊗K◦〈T 1/p∞ 〉/ϖ,F (K◦〈T 1/p∞〉/$) −→ L (3.84)

b⊗ x 7−→ xbp (3.85)

が almost surjectiveであることに等しい。このことから (2.89)と同様に考えて、

T 1/p∞K◦◦L =
⋃
m≥0

(
T 1/pm$1/pmL

)
(3.86)

となり、この上の Frobenius 射 F : T 1/p∞K◦◦L → T 1/p∞K◦◦L は (通常の) 全射になる。実際、この中の任
意の元は、ある正整数 nと b ∈ Lで T 1/pn$1/pnbと表せる。ここで、b ∈ Lに対して F : L → Lが almost

surjectiveであるから、T (p−1)/pn+1

$(p−1)/pn+1

b ∈ Im(F )であるため、ある β ∈ Lで

T
p−1

pn+1$
p−1

pn+1 b = βp (3.87)

となる。両辺に T 1/pn+1

$1/pn+1 を掛けると

T
1

pn$
1

pn b = T
1

pn+1$
1

pn+1 βp =
(
T 1/pn+2

$
1

pn+2 β
)p
∈ Im(F ) (3.88)

ゆえ、確かに (通常の) 全射になる。Fp 線型空間に関する Mittag-Leffler の補題から、第一成分の射影
lim←−F (T

1/p∞K◦◦L) → T 1/p∞K◦◦L は全射になる。任意の b ∈ L と任意の正整数 n で T 1/pn$1/pnb ∈
T 1/p∞$1/p∞L より、ある β = (βk)

∞
k=0 ∈ lim←−F (T

1/p∞K◦◦L) であって βp1 = β0 = T 1/pn$1/pnb となるもの
が存在する。とくに βp1 ∈ T 1/p∞$1/p∞L ⊂ Lゆえ、T 1/pn$1/pnb ∈ Im(F : L → L)となる。ゆえに (2.89)

から lim←−F L→ Lは almost surjectiveになる。
(5) =⇒ (1) perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数 B′ の almost isomorphism B′ → B が取れている。補題 2.3.5 か
ら (B′)â → Bâ は同型になるので B は almost perfectoidになる。
(3) =⇒ (6) 上で示したように (3)から (4)が従うから、B♮ → B は almost isomorphism になっている。
補題 2.3.5から (B♮)â ∼= Bâ となるため、((B♮)â)!̂! ∼= (Bâ)!̂! であるから、B♮ に対して (6)が示されれば良い。
したがって、B♮ は perfectoidであったため、Bを最初から perfectoid K〈T 1/p∞〉代数としてよい。補題 3.5.3

で出てきた関手をさせると、包含関手で移しているところを省略して

(((Bâ)!̂!)
♮)â ∼= (((((Bâ)!̂!)

â)∗̂)
♮)â = (((Bâ)!̂!)

â)♮ ∼= (Bâ)♮ (3.89)

となっている。ここで、一つ目の同型は補題 3.5.3の (−)â ◦ \ ∼= ((−)â ◦ \ ◦ (−)!̂!) ◦ (−)
â から、二つ目の等号

は補題 3.5.3で定義した \ : K〈T 1/p∞〉â-uBan → K〈T 1/p∞〉â-Perfの定義から、三つ目の同型は補題 3.5.3の
(−)â ◦ (−)!̂! ∼= idK〈T 1/p∞ 〉â-uBan からわかる。次に、随伴 (−)!̂! a (−)â に関する余単位射と命題 3.3.3(1)か
ら得られる射の合成

((((Bâ)!̂!)
♮)â)!̂! −→ ((Bâ)!̂!)

â −→ (Bâ)!̂! (3.90)

*81 このことは命題 3.3.1の almost版とみなすことが出来る。
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を取ると、第一項は
((((Bâ)!̂!)

♮)â)!̂!
∼= ((Bâ)♮)!̂! ∼= ((B♮)â)!̂! ∼= (Bâ)!̂! (3.91)

となって (3.90)の第三項と同型になっている。ここで一つ目の同型は (3.89)から、二つ目の同型は補題 3.5.3

の (−)â ◦ \ ∼= ((−)â ◦ \ ◦ (−)!̂!) ◦ (−)
â = \ ◦ (−)â から、三つ目の同型は Bが perfectoidであって命題 3.3.3(1)

よりわかる。したがって、(3.90)は同型になるため、右側の ((Bâ)!̂!)
♮ −→ (Bâ)!̂! は全射であり、命題 3.3.3(1)

を (Bâ)!̂! に適用すれば、これは単射であるから、((Bâ)!̂!)
♮ → (Bâ)!̂! は同型になる。よって命題 3.3.3(1)より

(Bâ)!̂! は perfectoid K〈T 1/p∞〉代数になっている。

3.5.5 Remarque

(1) almost perfectoid B に対して T の行き先が g であり、非零因子であるとする。Bâ の K〈T 1/p∞〉â-
uBan における同型類において、始対象は perfectoid 代数 (Bâ)!̂! であり、終対象は perfectoid 代数
((g−1/p∞B◦)[1/$])♮ である (もし問題 3.5.1が正しければこれは (Bâ)∗̂ になる)。

(2)「perfectoidならば almost perfectoid」は成り立つ。一方、g が非零因子であったとしても、この逆は
一般には成り立たない。実際、K〈T 1/p∞

1 , T
1/p∞

2 〉の部分 K〈T 1/p∞

1 〉代数 B を

B := K + T
1/p∞

1 K〈T 1/p∞

1 , T
1/p∞

2 〉+ T2K〈T 1/p∞

1 , T
1/p∞

2 〉 (3.92)

として定義すると、almost perfectoid だが perfectoid にはならない。?これは T
1/p∞

1 B による剰余が
完全にならないからである。

(3) 命題 3.5.4(5) の条件があり、証明で用いた補題 2.3.5 は”almost morphism”ではない通常の意味で
の射を扱っているにも関わらず、perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数と almost isomorphism な一様 Banach

K〈T 1/p∞〉代数が almost perfectoidになることは?明らかではない。

補題 3.5.5. 関手 A 7→ A◦ が、almost perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数の圏から、((K〈T 1/p∞〉)◦)a 代数 Aa で
あって、K◦ 上 flat、$ 進完備、Aa/$1/p

x 7→xp

−−−−→ Aa/$ が全単射になるものからなる圏への圏同値を与
える。

これは補題 3.2.2 の almost 版とみなすことが出来る。証明についても almost になっていることに注意す
れば同様にできる。
Aâ-uBanの対象 Bâ が Aâ 上 almost finit étaleであるとは、Ba が Aa 上 finite étale (section 1.8)になる
ことである。

命題 3.5.6. Aを almost perfectoidとすると、次の圏同値{
almost finite étale almost perfectoid Aâ代数

} ∼=−→
{
finite étale (A◦)a代数} (3.93)

が ((−)◦)a により与えられる。

これは定理 3.4.1の almost版とみなすことが出来る。証明は命題 3.4.2と同様にすることができる。
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3.6 Epimorphismes (et localisation)

3.6.1

包含関手 K-Perf→ K-uBanは定義から忠実充満であり、命題 3.3.3(1)から右随伴 \を持つから、epi射を
保つ。*82
Bを perfectoid K代数とし、ϕ : B → Cを一様Banach代数の間の extremalな epi射とする (section 2.6.1)。
K-Perf は命題 3.3.3(1) の通り、K-uBan の coreflective な部分圏であり、その余単位射 A♮ → A は mono

射になるから、K-Perf は extremal な epi 射で閉じている ([HS] Prop.4)。*83とくに C は perfectoid になる。
したがって、定義域が perfectoid である extremal な epi 射 ϕ はすべて K-Perf の epi 射になる (一方で、
perfectoid K代数の圏における任意の epi射が、K-uBanでの extremalな epi射であるとは限らない)。
たとえば、perfectoidスペクトラル K代数 Aと、その元 g ∈ A◦ によって section 2.9.3(2)の (2.171)で定
義されるスペクトラル K 代数 A〈g1/p∞〉 は Aをノルム部分代数として持つ (包含写像が isometric である)。
すると、命題 3.3.4を perfectoidスペクトラル K代数Aと K〈T 1/p∞〉に適用すると、A⊗̂KK〈T 1/p∞〉はスペ
クトラル perfectoid K代数であり、一様 Banach K代数の間の標準的な射

ϕ : A⊗̂KK〈T 1/p∞〉 −→ A〈g1/p
∞
〉 = A⊗̂uK〈T 〉K〈T 1/p∞〉 (3.94)

は extremalな epi射になる (定義域は A〈T 1/p∞〉と言われるもの ([Mor] Cor.V.1.5.12))。まず、自明なノル
ム K代数の全射 A⊗K K〈T 1/p∞〉 → A⊗K〈T 〉 K〈T 1/p∞〉について、?(2.17)を考えれば ϕは全射連続である
ので、section 2.6.1の議論から ϕは extremalな epi射になる。ゆえに上記の通り A〈g1/p∞〉は perfectoid K
代数になる。ここで g♭ ∈ (A〈g1/p∞〉)♭ を g1/p

i ∈ A〈g1/p∞〉の $ = pによる剰余からなる逆系の元とすると、
g = #(g♭)となる。

3.6.2 Remarque

以降では用いることはないが、いくつか epi射に関係する結果を述べておく。ϕ : B → C を一様 Banach K
代数の射であって、像が稠密になっているとする。これは epi射だが必ずしも extremal とは限らないが、B
が perfectoid であるとき C は perfectoid になる ([KL] Theo.3.6.17(b))。さらに、ϕが全射かつ B がスペク
トラルであれば、(section 2.6.1のよりも強く、) C のスペクトラル (半)ノルムはこの ϕによる商半ノルムで
あり (almost optimalであるということ)、これらのノルムに関する単位円板の間の射は almost surjectiveに
なる ([KL] Prop.3.6.9(c))。
また、ϕが全射であることと、ϕ♭が全射であることは同値になる。実際、B = B◦[1/$]や C♭ = C♭◦[1/$]など
から ϕ : B → C の全射性と ϕ◦ : B◦ → C◦ の全射性が同値であり、ϕ♭ についてもそれは同様に同値になってい
る。すると、中山の補題 (section 1.3)からそれぞれ ϕ◦ : B◦/$ → C◦/$ の全射性と ϕ♭◦ : B♭◦/$♭ → C♭◦/$♭

の全射性と同値になる。そしてこれらは B と C が perfectoidゆえ、命題 3.3.1から同値になる。
さらに、Ker(ϕ♭) ⊂ B♭ は閉根基イデアルであることから、B♭/Ker(ϕ♭) は perfectoid になる ([KL]

*82 K-Perf の epi 射 ϕ : A → B を K-uBan に移して、任意の対象 C について HomK-uBan(B, C) ∼= HomK-Perf(B, C♮) の自然な
同型を用いれば良い。

*83 K-Perfは K-uBanの mono-coreflective 部分圏であることから従う。実際、C に関する余単位射 u : C♮ → C を取ると、随伴性
と余単位射の性質から ϕ ∈ HomK-uBan(B, C) ∼= HomK-Perf(B, C♮)によって、ある ψ : B → C♮ が存在して ϕ = u ◦ ψ となる。
uはmono射であって ϕは extremalな epi射だったので uは同型射になるから、C ∈ K-Perfになる。一般の場合もこれと全く
同様である。
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Rem.3.1.6(d))。すると、K-Perfにおける ϕの標準的な分解

B φ1−→ (B♭/Ker(ϕ♭))♯
φ2−→ (B/Ker(ϕ))

◦ φ3−→ C (3.95)

が取れて、ここで ϕ1 は全射であり、ϕ2 は一様 Banach K代数の圏における extremalな epi射である mono

射であり、ϕ3 ◦ ϕ2 は mono射である。

3.6.3

section 2.6.2 のようなアフィノイド局所化に戻り、K〈T 1/p∞〉 上の基本的なスペクトラル perfectoid

の例を考える。K の標数が 0 であるとき、ある ϕ♭ ∈ K♭ によって得られる元 $ := #($♭) を取り、
$1/pi := #(($♭)1/p

i

)とする。section 3.3.3(1)の通り K〈T 1/p∞〉の tilt は K♭〈T 1/p∞〉になっていることに
注意する。
?任意の j とmに対して (2.134)から得られる (K〈T 1/pm〉

{
$j/T

}
)
◦ は

K◦

[
T 1/pm ,

(
$j

T

)1/pj
]
:= K◦[T 1/pm , U1/pm ]/(T 1/pkU1/pk −$j/pk)k≤m (3.96)

の完備化 K◦〈T 1/pm , ($j/T )1/p
m〉に等しい。一方で (K〈T 1/pm〉

{
$j/T

}
)≤1 は

K◦
[
T 1/pm ,

$j

T

]
:= K◦[T 1/pm , U ]/(TU −$j) (3.97)

の完備化 K◦〈T 1/pm , $j/T 〉 に等しい。ここで m → ∞ で colimit の完備化 (uniform colimit のこと (sec-

tion 2.9.1))を取ると section 2.9.3(2)にある通り K〈T 1/p∞〉 = ucolimmK〈T 1/pm〉 であることと、補題 2.9.1

および?帰納系が isometricとスペクトラルからなるものから出来ているため section 2.9.1から、(
K〈T 1/p∞〉

{
$j

T

})◦

= K◦

〈
T 1/p∞ ,

(
$j

T

)1/p∞
〉

:= ̂K◦[T 1/p∞ , U1/p∞ ]/(T 1/pkU1/pk −$j/pk)k≥0

(3.98)

になり、単位円板は(
K〈T 1/p∞〉

{
$j

T

})
≤1

= K◦
〈
T 1/p∞ ,

$j

T

〉
= K◦〈T 1/p∞〉⊗̂K◦〈T 〉K◦

〈
T,
$j

T

〉
(3.99)

となる。それゆえ、

K〈T 1/p∞〉
{
$j

T

}
= K〈T 1/p∞〉⊗̂K〈T 〉K

〈
T,
$j

T

〉
= K〈T 1/p∞〉⊗̂K〈T 〉K〈T 〉

{
$j

T

}
(3.100)

は (3.98)から pでの剰余の上の Frobenius射が全射になっていることがわかるから、perfectoidになる。た
だし、一様であるが (3.99) より一般にはスペクトラルであるとは限らない。任意の一様 Banach K〈T 1/p∞〉
代数 Aに対して、T の像を g と書くとき、(2.134)で定義される A{$j/g

}に対して、
A
{
$j

g

}
∼= A⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
$j

T

})
(3.101)

∼=
(
A⊗̂K〈T 1/p∞ 〉K〈T 1/p∞〉

)
⊗̂K〈T 〉

(
K〈T 〉

{
$j

T

})
(3.102)

∼= A⊗̂K〈T 1/p∞ 〉

(
K〈T 1/p∞〉

{
$j

T

})
(3.103)
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という同型が取れる。ここで、一つ目の同型は (2.138)から、二つ目の同型は完備テンソル積の性質から、三
つ目の同型は (3.100)からわかる。

命題 3.6.1. A をスペクトラルな perfectoid K〈T 1/p∞〉 代数であるとし、g := T · 1 ∈ A とする。このと
き任意の j ∈ Z≥0 に対して A

{
$j/g

}は perfectoid K〈T 1/p∞〉代数であり、(3.103)から得られる標準的
な射 (

A◦⊗̂K◦〈T 1/p∞ 〉K◦

〈
T 1/p∞ ,

(
$j

T

)1/p∞
〉)

∗

−→
(
A
{
$j

g

})◦

(3.104)

は同型射になる。とくに A⊗̂K〈T 1/p∞ 〉(K〈T 1/p∞〉
{
$j/T

}
)u はスペクトラルになる。

さらに、もし Kの標数が 0であれば、perfectoid K♭〈T 1/p∞〉代数A♭ における T の像を g♭ とすると (こ
れは #(g♭) = g を満たし)、(A

{
$j/g

}
)♭ は A♭ {($♭)j/g♭

}と同一視できる。
証明. まず、次の同型(

A◦⊗̂K◦〈T 1/p∞ 〉K◦

〈
T 1/p∞ ,

(
$j

T

)1/p∞
〉)

∗

=

(
A◦⊗̂K◦〈T 1/p∞ 〉

(
K〈T 1/p∞〉

{
$j

T

})◦)
∗

(3.105)

∼=
(
A⊗̂K〈T 1/p∞ 〉K〈T 1/p∞〉

{
$j

T

})
(3.106)

∼=
(
A
{
$j

T

})
(3.107)

がわかる。ここで、一つ目の等号は (3.98)の定義から、二つ目の同型は上で見たとおり出てくるものがすべ
て K上の perfectoidであるから命題 3.3.4から、三つ目の同型は (3.103)からわかる。
また、A,K〈T 1/p∞〉, (K〈T 1/p∞〉

{
$j/g

}
)u がすべてスペクトラル perfectoidになるから、命題 3.3.4より

A⊗̂uK〈T 1/p∞ 〉(K〈T 1/p∞〉
{
$j/T

}
)u と A⊗̂K〈T 1/p∞ 〉(K〈T 1/p∞〉

{
$j/T

}
)u が一致するのでとくにこれはスペ

クトラルになる。

3.6.4 Remarque

同様の議論によって、f1, . . . , fn, g が整合的な p 冪乗根を持つならば A{(f1, . . . , fn)/g} は perfectoid に
なる。この性質は f1, . . . , fn, g に関するこの性質が無くても成り立つ。Scholze は命題 3.6.1 と、さらに
⊗̂ の結果以上に [Sch] Def.2.13, Theo.6.3(ii), Lem.6.4(iii) を用いることで導いた。そこでは fi, g ∈ A◦ を
#((f̃i)

♭),#((g̃)♭)という形で表す approximation lemma ([Sch] Cor.6.7(i))を用いている。

3.7 Produits (et transformee de Gelfand)

3.7.1

perfectoid の uniform product (section 2.7.1) はまた perfectoid になる。これは section 2.7.1 の通り、
(
∏uAα)◦ =

∏
(Aα)◦ と (

∏
(Aα)◦)/$ ∼=

∏
(Aα◦/$) より従う。
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命題 3.7.1. Aを perfectoidとするとき、同じく Gelfand transformation Γ(A) (section 2.7.3)も perfec-

toidになる。さらに Γ(A♭) = (Γ(A))♭ が成り立つ。*84

証明. (b) を詳しく考え直す。section 2.7.3 の定義から Γ(A) は体H (x) たちの uniform product になって
いる。この体H (x)がすべて perfectoidとなれば上の section 3.7.1の議論から Γ(A)が perfectoidであるこ
とが分かる。実際、[KL] Lem.2.4.17 からH (x)はAの有理局所化の uniform colimitになり、section 3.6.4

と後に示す section 3.9.1よりH (x)は perfectoid になる。tiltに関する主張については、有利局所化と tilt

の可換性 (section 3.6.4)と、[KL] Theo.3.3.7(b) からわかる同相M(A) ∼=M(A♭)から分かる。

3.8 Limites

3.8.1

perfectoid K 代数からなる圏は完備である。すなわち、任意の (small) limit が存在する。このことは、
K-uBan が完備であること (section 2.8.1) と、K-Perf が K-uBan の coreflective な部分圏であること (すな
わち、包含関手が右随伴を持つ (命題 3.2.1, 命題 3.3.3))と合わせて [HS] Theo.2, Cor から存在性がわかる。
とくに K-uBanの limitのそれぞれの右随伴による余単位射が K-Perfの limitになる。
具体的に計算する。K の標数が p > 0 のとき、包含関手 K-Perf → K-uBan は左随伴 A 7→ ucolimA1/pi

を持つ (命題 3.2.1)から包含関手は limitを保つ。すなわち、K-uBanにおける limitの一意性から K-Perfは
limitとして ulim (section 2.8.1)を持つ。
任意標数の Kに対して、[ : K-uBan→ K♭-Perf は左随伴 ι ◦ ] : K♭-Perf→ K-uBanを持ち、共に limitと
して ulimを持つから、[は limitと可換、すなわち ulimと可換になる。
Kの標数が 0のとき、K-Perf内の射影系 (Aα)に対して、まず K-uBanで limitを取ると ulimAα になる。
定理 3.3.2(1)の圏同値から [で移した K♭-Perf における射影系 (A♭α)が取れて、標数 p > 0の場合で述べた
通りこの limitは ulimA♭α である。上記の可換性から ulimA♭α = (ulimAα)♭ となる。これを圏同値関手 [の
準逆関手 ]で戻すと (ulimAα)♮ となり、圏同値性からこれは K-Perfにおける limitになっている (これは一
般には ulimAα と一致しない (section 3.8.4と section 3.8.5))。これは標数 0のときは、存在性を言うために
使った右随伴が命題 3.3.3の \であることからも分かる。
これらの K-Perfにおける limitを perfectoid limitという。

3.8.2

標数 0のとき、perfectoid limitと uniform limitは必ずしも一致しない。*85
この現象は finite limitのとき既に現れている。すなわち、perfectoid代数の中の perfectoid部分代数の共
通部分が perfectoidになるとは限らない。ここで、次の

Â∞[
√
g] = Q̂(A∞)(

√
g) ∩ Â∞〈g1/2

∞
〉 ⊂ ̂Q(A∞〈g1/2∞〉) (3.108)

が成り立つ。ここで、section 3.4.2から共通部分は perfectoidになっていないが、section 3.2.3(2)から Â∞

は perfectoid であり、Q̂(A∞) も perfectoid であってその拡大を考えれば Q̂(A∞)(
√
g) も perfectoid にな

*85 limitの普遍性を確認するべき対象が K-Perfになると少なくて済み、さらに perfectoidになっていないといけないことから ulim

から少し変化する。
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る。さらに section 3.6.1 から Â∞〈g1/2
∞〉 は perfectoid であり、section 3.2.2(1) から ̂Q(A∞(〈g1/2∞〉) は

perfectoidであるからこれが反例になっている。
成り立つ事柄として次のことがある。

命題 3.8.1. perfectoid K 代数 B と、それに (K を固定して)isometricに作用する有限群 Gによる不変部
分環 BG は perfectoid K代数になる。さらに tiltによって Gを B♭ 上に isometricに作用させることがで
きて、このとき (B♭)G = (BG)♭ になっている。

証明. まず B♭ = B♭◦[1/$♭] 3 (bn)/($
♭)k に g ∈ Gを次のように作用させる。

g

(
(bn)

($♭)k

)
:=

(g(bn))

($♭)k
. (3.109)

すると、これは確かに作用になっていて K♭ 上のノルム (3.18)や B♭◦ 上のノルムの定義 (3.21)から、Gは B♭
上 K♭ を固定して isometricに作用する。
ここで、BG と (B♭)G はそれぞれ、明らかに Bと B♭ の中の一様 Banach K部分代数である。ここでとくに
Bが perfectoidより、B♭ が完全であること (section 3.2.2(2))から (B♭)G も perfectoid K♭ 代数になる。そこ
で untiltを取った ((B♭)G)♯ は perfectoid K代数になっている。B ∼= ((B♭)G)♯ を示す。
まず Bは perfectoidであるから、定理 3.3.2(1)より B ∼= (B♭)♯ =W (B♭◦)[1/p]⊗W (K♭◦)[1/p] Kとなってい
る。ここで、この同型射は B♭◦ の Teichmuller map [−] : B♭◦ →W (B♭◦)によって [Mor] Theo.V.1.4.3 から

W (B♭◦)[1/p]⊗W (K♭◦)[1/p] K −→ B (3.110)∑
n≥0

[an]p
n

 /pk ⊗ x 7−→ x/pk ·
∑
n≥0

#(an)p
n (3.111)

となっているから、G の B の作用を考えると g ∈ G はこの定義域側に g((
∑
n≥0[an]p

n)/pk ⊗ x) =

(
∑
n≥0[g(an)]p

n)/pk ⊗ xと作用する。ここで、

BG ∼=
((
W (B♭◦)[1/p]

)
⊗W (K♭◦)[1/p] K

)G
=
(
W (B♭◦)[1/p]

)G
⊗W (K♭◦)[1/p] K (3.112)

=
(
W (B♭◦)G[1/p]

)
⊗W (K♭◦)[1/p] K =W ((B♭◦)G)[1/p]⊗W (K♭◦)[1/p] K (3.113)

= ((B♭)G)♯ (3.114)

となる。ここで、一つ目の同型は上で述べたことから、三つ目の等号は p ∈ Kより Gで不変であることから、
四つめの等号はW (B♭◦)上への作用の定義とTeichmuller mapの単射性から、五つ目の等号は section 3.3.5の
定義からわかる。二つ目については、まず Gが有限群であるから、(任意の環上で) G不変部分環と Reynolds

射影
t 7−→ 1

|G|
∑
γ∈G

γ(t) (3.115)

による像が一致している。とくに (W (B♭◦)[1/p]
)
⊗W (K♭◦)[1/p] Kの元 t :=

(∑
n≥0[an]p

n
)
/pk ⊗ xに対して

考えると、作用の定義から
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1

|G|
∑
γ∈G

γ(t) =
1

|G|
∑
γ∈G

γ

∑
n≥0

[an]p
n

 /pk ⊗ x

 =
1

|G|
∑
γ∈G

∑
n≥0

[γ(an)]p
n

 /pk ⊗ x

 (3.116)

=

 1

|G|
∑
γ∈G

∑
n≥0

[γ(an)]p
n

 /pk ⊗ x =

 1

|G|
∑
γ∈G

γ

∑
n≥0

[an]p
n

 /pk ⊗ x (3.117)

となり、W (B♭◦)[1/p]上の Reynolds射影についても考えることでこれらの像が一致するから二つ目の等式も
成り立つ。

3.8.3 Remarque

上記の命題 3.8.1は無限群 Gの場合に拡張することは出来ない。section 3.2.3(2)の例で n = 1とすると、
Zp の T

1/p∞

1 ⊂ Â∞ への Galois作用は連続に perfectoid代数 Â∞ 上へと拡張できて、A0 = A =W (k)[[T1]]

がその G不変部分環になるが、これは perfectoidになっていない。

3.8.4

K の標数が 0 であるとする。K♭ がその tilt であり、$ ∈ K を、ある $♭ ∈ K♭ による $ := #($♭) とな
るものとする。perfectoid K代数からなる射影系 (Aα)の tilt ((Aα)♭)の perfectoid limitは section 3.8.1か
ら、A := ulim(Aα)♭ ∈ K-uBanと置くと、A♭ = ulim(Aα)♭ によって与えられる。
また、section 3.8.1より (Aα)の perfectoid limitは Aではなく A♮ になっている。その tiltは

(A♮)♭◦ = ((A♭♯)♭)
◦
= A♭

◦
= A♭◦ = lim←−

F

A◦/$ ∼= lim←−
F

A◦ = lim←−
F

(ulimAα)◦ (3.118)

= lim←−
F

lim←−
α

(Aα)◦ = lim←−
α

lim←−
F

(Aα)◦ ∼= lim←−
α

(Aα)♭◦ = lim←−
α

lim←−
F

(Aα)◦/$ (3.119)

となる。ここでは定理 3.3.2や section 3.3.2や (2.157)を用いた。\に関する余単位射 A♮ → Aは次の例で分
かる通り、一般には同型にならない。

3.8.5 Exemple prophylactique

section 3.4.2の例を用いる。後の??で示される通り、Â∞〈g1/2
g 〉
{
$j/g

}の uniform limit (section 2.8.1)

は g−1/2∞Â∞〈g1/2
∞〉になり、これは Â∞〈g1/2

∞〉[1/g]内の Â∞〈g1/2
∞〉の completely integral closureに他

ならない (??)。2Z2 不変な部分を取ると、(Â∞〈g1/2
∞〉
{
$j/g

}
)2Z2 の uniform limit B は Â∞[

√
g, 1/g] 内

の Â∞[
√
g] = Â∞〈g1/2

∞〉の completely integral closureにほかならない (??と??)。
ここで、??より Â∞ は (その商体の中で)completely integrally closed になっている。また、(商体の中
で)completely integrally closed な環の商体の代数拡大における、その環の integral closure は completely

integrally closedであることが知られているから、B = Â∞[
√
g]となり、これは perfectoidではないため、一

般に uniform limitは perfectoid limitと一致しない。以上をまとめると、
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Â∞〈g1/2
∞〉[1/g] Â∞〈g1/2

∞〉[√g, 1/g]

g−1/2∞Â∞〈g1/2
∞〉 ulimj Â∞〈g1/2

g 〉
{
$j/g

}
(
Â∞〈g1/2

∞〉
)∗
Â∞〈g1/2∞ 〉[1/g]

B := ulimj(Â∞〈g1/2
∞〉
{
$j/g

}
)2Z2 (Â∞[

√
g])∗

Â∞[
√
g,1/g]

Â∞〈g1/2
∞〉 (Â∞〈g1/2

∞〉
{
$j/g

}
)2Z2

Â∞ Â∞〈g1/2
∞〉

2Z2

Â∞[
√
g]

となっている。

3.9 Colimites

3.9.1

perfectoid K 代数の圏は filtered colimit を持ち、それは uniform colimit (section 2.9.1) によって与
えられる (K-uBan の coreflective な部分圏であるから、[HS] Theo.1 からもわかる)。実際、filtered な
射影系 (Bα) に対して、perfectoid より Bα◦/$ 上の Frobenius 射は全射になっていて、section 2.9.1 の
(ucolimBα)◦ = ( ̂lim−→(Bα◦))∗ に注意すると、

(lim−→(Bα◦/$))a ∼= (lim−→((Bα)◦/$))a ∼= ((lim−→Bα
◦)/$)a ∼= ( ̂(lim−→Bα

◦)/$)a (3.120)

∼= ( ̂(lim−→Bα
◦))a/$ ∼= (( ̂lim−→Bα

◦)∗)
a/$ ∼= (ucolimBα◦)a/$ (3.121)

?という同型があるからわかる。
K-Perfは push-outを ⊗̂u = ⊗̂で持っていた (section 3.3.4)から、K-Perfは余完備になっている。とくに

colimitは一様 Banach K 代数の圏で計算した ucolimをそのまま持つ。とくにその普遍性から perfectoid代
数の圏における colimitを取る操作と tiltによる圏同値関手 (定理 3.3.2(1))は可換になる。

3.9.2 Exemples

(1) Kの代数拡大体の完備化 K̂∞ は Kの有限次分離拡大体 Ki によって K̂∞ = ucolimKi と表せる。この
とき定理 3.4.1(1)から Ki は K 上の perfectoid代数になっているので section 3.9.1より K̂∞ は K 上
の perfectoid fieldになる (もしくは系 3.1.2からもわかる)。

(2) perfectoid K代数の族 (Bα)の余積は (無限も許した)完備テンソル積 ⊗̂KBα = ⊗̂αBα によって実現で
きる。任意の perfectoid K代数 B に対して

⊗̂
α∈B♭◦

K〈T 1/p∞〉 −→ B (3.122)

Tα 7−→ #(α) (3.123)

の像は稠密である。これはこの像が #(B♭◦)であることと section 3.3.4(1)から分かる。
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4 Analyse perfectoide autour du ”theoreme d’extension de Riemann”

Riemannの拡張定理は解析的部分空間 (ある解析的関数の零点からなる超曲面)を除去した複素多重円板上
で有界な解析的関数はその多重円板上全体で解析的な関数に拡張できるという定理である。この定理の p進類
似は既に知られている。section 3.2.3(2)の記号を用いると、任意の g ∈ A \ {0}に対して

A = lim←−

(
A0

{
$j

g

})◦

(4.1)

が成り立つことが、この Riemannの拡張定理の perfectoid類似であり、これをこの章で扱う。

4.1 Entree en matiere

まずは (4.1)よりも弱い主張の
A = lim←−

(
A0

{
$j

g

})
≤1

(4.2)

に短い証明を与える。ただしここで section 3.2.3(2)のように、K0 := K0 =W (k)であって、A := K0
◦[[T≤n]]

と A0 := A[1/p]となっていて、g ∈ A \ {0}である。?g が定数でないと仮定できる。さらに T1, . . . , Tn を同
型で移す (永田のトリック) ことで g を Tn に関してWeierstrass 型 (distinguished in Tn とも呼ばれる) に
なるとしてよい ([Bou] VII, section 3, n.7, lemme 3)。すなわち g ∈ A \ (p, T1, . . . , Tn)A となる。さらに
Weierstrass preparation theorem *86([Bou] VII, section 3, n.8, prop.5)から、

A/gA ∼=
r−1⊕
s=0

K0
◦[[T<n]]T

s
n (4.3)

となる。ここで r は g の (p, T<n)による剰余の Tn 進付値の値である (Weierstrass 型だから Tn の多項式と
して表せて、そのときの Tn の次数のこと)。すると、A → ⊕r−1

s=0K0
◦[[T<n, g]]T

s
n と、その g での剰余を考え

ることで (?Aが g 進完備より)中山の補題から

A ∼=
r−1⊕
s=0

K0
◦[[T<n, g]]T

s
n (4.4)

という同型が得られる。

Index des symboles

(−)†, (−)+, (−)∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . section 2.3.1,

(−)a, (−)∗, (−)!, (−)!! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . section 1.2, section 1.4,

(−)â, (−)∗̂, (−)!̂! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . section 2.3.5, section 2.3.6,

(−)u, ⊗̂u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . section 2.2.5,

ulim, ucolim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . section 2.8.1, section 2.9.1,

[, #, ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . section 3.3.2, section 3.3.5,

*86 これと同値なWeierstrass division theoremの方でもよい。
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参考文献
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Astérisque, 2013, p. Exp. No. 1057, x, 509-534. Accessed: Jul. 22, 2021. [Online]. Available: https:

//mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3087355

[Hen] T. Henkel, “An Open Mapping Theorem for rings which have a zero sequence of units,”
arXiv:1407.5647 [math], Oct. 2014, Accessed: Jan. 18, 2022. [Online]. Available: http://arxiv.

org/abs/1407.5647

[MSE1]“abstract algebra - Local rank and direct sum decomposition,” Mathe-

89

http://arxiv.org/abs/2003.13714
http://arxiv.org/abs/2003.13714
http://arxiv.org/abs/1301.0792
http://perso.ens-lyon.fr/sophie.morel/adic_notes.pdf
http://perso.ens-lyon.fr/sophie.morel/adic_notes.pdf
http://arxiv.org/abs/1111.4914
http://www-personal.umich.edu/~bhattb/teaching/mat679w17/lectures.pdf
http://www-personal.umich.edu/~bhattb/teaching/mat679w17/lectures.pdf
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3087355
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3087355
http://arxiv.org/abs/1407.5647
http://arxiv.org/abs/1407.5647


matics Stack Exchange. https://math.stackexchange.com/questions/436641/

local-rank-and-direct-sum-decomposition (accessed Jan. 19, 2022).

[MSE2]“abstract algebra - Rank of projective module,”Mathematics Stack Exchange. https://math.

stackexchange.com/questions/133333/rank-of-projective-module (accessed Jan. 19, 2022).

[SP]“The Stacks project.” https://stacks.math.columbia.edu.

[Was] I. Waschkies,“Microlocal perverse sheaves,” arXiv:math/0209341, Sep. 2002, Accessed: Jan. 19,

2022. [Online]. Available: http://arxiv.org/abs/math/0209341

[Shi] K. Shimomoto, “An application of the almost purity theorem to the homological conjec-

tures,” Journal of Pure and Applied Algebra, vol. 220, no. 2, pp. 621 ‒ 632, Feb. 2016, doi:

10.1016/j.jpaa.2015.07.008.

[HS] H. Herrlich and G. E. Strecker,“Coreflective Subcategories,”Transactions of the American Math-

ematical Society, vol. 157, pp. 205 ‒ 226, 1971, doi: 10.2307/1995843.

[Ke1] K. S. Kedlaya,“Topics in Algebraic Geometry (rigid analytic geometry),”2004, [Online]. Available:

https://kskedlaya.org/18.727/p-adic2.pdf

[Bou] N. Bourbaki, Commutative algebra. Paris, Reading, Mass: Hermann; Addison-Wesley Pub. Co,

1972.

[He] T. Henkel, “An Open Mapping Theorem for rings which have a zero sequence of units,”
arXiv:1407.5647 [math], Oct. 2014, Accessed: Jan. 18, 2022. [Online]. Available: http://arxiv.

org/abs/1407.5647

90

https://math.stackexchange.com/questions/436641/local-rank-and-direct-sum-decomposition
https://math.stackexchange.com/questions/436641/local-rank-and-direct-sum-decomposition
https://math.stackexchange.com/questions/133333/rank-of-projective-module
https://math.stackexchange.com/questions/133333/rank-of-projective-module
https://stacks.math.columbia.edu
http://arxiv.org/abs/math/0209341
https://kskedlaya.org/18.727/p-adic2.pdf
http://arxiv.org/abs/1407.5647
http://arxiv.org/abs/1407.5647

	1 Preliminaires de presque-algebre
	1.1 Cadre
	1.2 Va-module
	1.3 Lemmes de Mittag-Leffler et de Nakayama
	1.4 Va-algebra
	1.5 Recadrage
	1.6 Platitude
	1.7 A-Modules projectifs finis
	1.8 A-algebrés étales finies
	1.9 Extensions galoisiennes

	2 La categorie bicomplete des algebres de Banach uniformes
	2.1 Algebres de Banach
	2.2 Normes spectrales
	2.3 Dictionnaire
	2.4 Extensions entieres d'algebres normees uniformes
	2.5 Monomorphismes (et recadrage)
	2.6 Epimorphismes (et localisation)
	2.7 Produits (et transformee de Gelfand)
	2.8 Limites
	2.9 Colimites

	3 La categorie bicomplete des algebres perfectoides
	3.1 Corps perfectoides
	3.2 Algebres perfectoides
	3.3 Basculement
	3.4 Extensions étalefinies d'algebres perfectoides
	3.5 Monomorphismes (et recadrage)
	3.6 Epimorphismes (et localisation)
	3.7 Produits (et transformee de Gelfand)
	3.8 Limites
	3.9 Colimites

	4 Analyse perfectoide autour du "theoreme d'extension de Riemann"
	4.1 Entree en matiere


